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A estrutura de dependénciaentre X e Y

O coeficiente de correlacdo de Pearson
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Problema: Capta dependéncia linear
Y=aX+bh = p==1



Como modelar outras dependéncias:
Tau de Kendall amostral

Uma amostra bivariada de tamanho n:
(X, ¥1)s (X2:¥2) s =s (X2 Yn)

¢ —numero de pares concordantes (% -x;}(y; - y;)>0

d — ndmero de pares discordantes (% =x;)(¥i—y;)<0

O coeficiente Tau de Kendall amostral:

_c—d
t_c+d



Tau de Kendall populacinal
(X.,Y;) e (X,,Y,) duas copias independentes de uma populagéo Fy .
Probabilidade de concordéncia do tipo 1

P =P[(X,=X,)(Y,-Y,)>0]

=2_|. j Fyyv (X% Y) fxy (X y)dxdy,

Probabilidade de discordancia do tipo 1
Py, =P[(X, = X)(Y,-Y,)<0]=1-7,

Tau de Kendall populacional =R, -P,



Se X e Y tém distribuicdo conjunta normal bivariada entéo

2 .
T=-=—arcsin
p p



A =san(X; =X )san(Y;-Y)  (i=i)

sqn (u) - {

1 casou>0
1 casou<0

I=lj +1

T é um estimador ndo viesado e consistente de 7.



O RHO de Spearman amostral

Amostra (X, ¥;) (%1 Y,)s- (X0, ¥y) de uma populacdo bivariada

(X,Y). Sejam (p,,9).(P,0,)-(Pn.0y) OS respectivos postos.




O RHO de Spearman populacional
(X:.Y;), (Xj,Yj) e (X,Y,) trés copias independentes de uma
populacéo bivariada e continua (X,Y).
Probabilidade de concordéncia do tipo 2:
B, = P[(xj = X;) (Y, —Yi)>o}
Probabilidade de discordancia do tipo 2:
Py, =PL(X; = %) (YY) <0]
RHO de Spearman populacional

ps =3(R,~Fy,)=6R, ~3=3-67,,



Relacéo entre o RHO de Spearman e o coeficiente de correlacdo produto-
momento de Pearson

X e Y com distribui¢do conjunta normal bivariada:

6 ) (pj
ps =—arcsin| =
T 2



Variavel aleatoria bidimensional (X ,Y)

Fyy (%:Y)
(%Y) = 1Fx (%)
R ()

(Fx (x).F (¥))=>Fxy(xy) Umacopula



Sejam 1=[01] (uv)el?

Copula bi-dimensional: uma funcdo C:1%2— |
PL- C(Ov)=C(u,0)=0, C(ulj=u e C(Lv)=v



P2-

C(u,v)

v
>

C(b,d)-C(a,d)-C(b,c)+C(a,c)>0

em que a<b c<d

v



Exemplos de Copulas
El- C, (u,v)=uv




E2 -

Co(u,Vv)=max{u+v-1,0|




ES -

C, (u,v)=min{u,v}




Desigualdade de Fréchet-Hoeffding:

Se Co(u,v)=max{u+v-1,0|
e C, (u,v)=min{u,v}
entao

Co(u,v)<C(u,v)<Cy(u,v)



Teorema de Sklar:
Sejam X e Y variaveis aleatorias com distribui¢cdes marginais
Fy (X)=P[X <x] Gy (y)=P[Y <y]
e distribuicdo conjunta
Hyy (X y)=P[X <xY<y].

Entdo, tomando-se u=F, (x) e v=G,(y),

C(u,v)=Hyy (F'(u).G/*(v))  €umacopula.



Além disso:

para quaisquer F,(x) € G,(y) e qualquer copula
C(uv), Hyy(xYy)=C(F(x).G,(y)) é uma conjunta

admissivel.

se Fy(x) e Gy(y) séo continuas, para cada conjunta

Hyy (x,y) admissivel existe uma e somente uma copula

C(u,v) tal que Hy (x,y)=C(Fx (x).Gy(Y)).



Propriedade: Se f() e a(.) sdo funcoes
estritamente crescentes entéo

v )y,



Cépulas e 0 TAU de Kendall

T :4j I Fyy (%) fxy (X y)dxdy -1

0°C(u,v)
ouov

dudv-1

:4iic(u,v)

Copulas e 0 RHO de Spearman



Construcdo de Cépulas
- Método da mistura (compound)
Exemplo:
P[X <x|y]=1-e7

y-Gama(rl) P[X <x]=E,[P[X <x|y]]=1-(1+x/2)"

X, € X, independentes, a menos de umrisco .
F (%) =F00)+F ()1 (1-R () +1-F0g) " 1]

c(03) vsv - 1oy o]



Construcdo de Cépulas

Copulas Arquimedianas

¢:[0,1]—>[0,:0] fungdo convexa estritamente decrescente

4 (¢(u)+¢(V)) =C(u,v)

#(.) fungdo geradora da cpula C(u,v)=¢ " (g(u)+g(v))



] 11 2C )
Ajuste de Copulas: t=4[C(uv dudv -1
00 ouov

Os dados: X — indice de estresse hidrico da regido de Castro — Parana
Y — produtividade de soja no municipio de Castro — Parana
Periodo de 1980/1981 a 2007/2008
X =(1.156,1.147, ..., 1.2446)
Y =(2200, 2134, ..., 3126)

Corr(X,Y)=0.47



As copulas e a relacdo entre os parametros e o0 Tau de Kendall

Familia Expresséo C(u,v) parametro Tau de Kendall
10
Clayton max ([u‘g +v? —1] ! ,0] 0>-1 0/(6+2)
0 o ,1
Gumbel exp —[(—Inu) +(=Inv) J =1 1-6
Normal Ny (NG*(u),Ng* (u)) 1< p<l Zarcsin(p)
T

Morgenstern w[1+6(1-u)(1-v)] -1<6<1 %9

Clayton 0=1.024

Gumbel 6 =1512

7=0.3386 —
Normal p=0518

Morgenstern NA



Qualidade do ajuste

Método grafico: comparar o scatter plot de uma amostra grande da

copula ajustada e os pontos (R;/(n-+1),S;/(n+1)) (suporte da copula

empirica)
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