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Mercado (B, S)

Definicao O mercado com uma unica acao e um bond é denotado

por mercado (S, B).

Podemos representar a evolucao do modelo Bernoulli usando dois
processos definidos no conjunto {0,1}. O processo associado ao
bond { By, By} é deterministico e tem a seguinte dinamica:

Bl = (1 + T)Bo, BO =1 (1)

onde a constante r > 0 é a taxa juros ao dia livre de risco.

O processo dos precos {Sy, 51} tem uma dindmica aleatoria e é
definido no espaco de probabilidade (€2, P(€2), IP) da seguinte forma:
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So=5>0 Vw € Q, S1(w) = s(1 +£&(w)) (2)

Onde 2 = {0,1}, P(2) = {{0},{1}, ¢, 2} é o conjunto das partes
de {0,1}, P é a probabilidade definida sobre a familia de eventos
P(2) por

P({w})=p”(1-p)'"®  paratodo  {w}€P(Q) (3)

e £ é a variavel aleatéria definida da seguinte forma:

E(w) =ud"™, we (4)

Assumimos sempre que | —1 < d < u|.
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Num mercado (5, B) de agao e bond um investidor pode possuir «
partes da acao e 3 partes de um bond. Este par denotado por
¢ = (a, B) é denominado de carteira ou portfélio.

Definimos o valor da carteira no instante ¢ = 0 igual a
V¢(O) = OéSO —+ ﬁBO = S + ﬁ
e no instante t = 1 igual a

Vo(1) = aSi(w) + (1+7)8
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Nao Arbitragem I

Diremos que o mercado permite possibilidade de arbitragem se é

possivel formar uma carteira de valor zero no instante t =0 e
conseguir um valor positivo no instante ¢ = 1 com probabilidade 1.
Entao uma carteira arbitradora é uma carteira ¢ = («, 3) que tem
as seguintes propriedades. No instante ¢ = 0

Vo(0) =aSy+ By =sa+ =0
e no instante t = 1 igual a

Vo(1l) =aSi(w)+(1+7r)8>0 com probabilidade 1
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Mercados Perfeitos '

Consideramos como verdadeiras as seguintes suposicoes

1. E permitido venda a descoberto e possuir partes fraccionarias
de acao e de bond, em termos matematicos isto significa que

para cada (o, 8) € R? a carteira ¢ = (o, 3) é permitida.

2. Nao existe diferenca entre preco de venda e o preco de compra

dos ativos.
3. Nao existem custos de negociacao nem taxas.

4. O mercado tem completa liquidez, isto é, sempre é possivel
comprar ou vender quantidades nao limitadas no mercado. Em
particular, é possivel tomar emprestado do banco quantidades
nao limitadas de dinheiro ou vender acoes a descoberto.
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Introduzimos o derivativo C' com valor C1(w) = f(51(w))

Principio de Réplica.
Seja a constante Cy > 0 e a funcao C; = f(S1(w)) > 0. Uma
carteira ¢ = («, #) é chamada uma réplica de (Cy, Cy) se para todo

w € () cumpre-se
ch(O) = OéS()<w> + 530 = Co, (5)

Vo(1) = aSi(w) + 8B = C1(w) (6)
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A probabilidade P definida sobre P(§) é chamada de probabilidade

neutra ao risco se
1. P({w}) =p > 0 para todo {w} € P(Q).
2. E(Sl(w)) — (1 —+ T)So.

Onde F é a esperanca calculada com respeito a probabilidade P.
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Propriedades I

O modelo de mercado (5, B) € livre de arbitragem se, e somente se,

d<r<u (7)

Para o modelo Binomial a probabilidade neutra ao risco é dada por

r—d u—r

§ — . 8
— q=—— (8)

D=
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Mercado Completo I

Diremos que um derivativo (opcao européia de compra ou venda)

com valor C7 é atingivel (pode-se fazer uma réplica) se existir uma

carteira
p = (o, )
com valor dado por

V@(O) = Sy + B

tal que o rendimento da carteira no instante t = 1 ¢ igual a

Ci(w) :=V,(1) =aSi1(w)+ (1 +1)5

Definigao O mercado (B, S) é completo se cada derivativo definido

nele ¢ atingivel.
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Teoremas de Preciﬁcagéo'

Primeiro Teorema de Precificacao. O modelo de mercado

(S, B) € livre de arbitragem se, somente se, existe ao menos uma

probabilidade P neutra ao risco.

Segundo Teorema de Precificagao. Um mercado (B, S) livre
de arbitragem ¢ completo se, somente se, existe uma unica
probabilidade P(neutra ao risco) sob o qual o processo dos valores

presentes dos pregos {5y, ﬁsl} ¢ um martingal.
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Preco de um derivativo.

12




4 N
Mercado Incompleto I

Consideremos um modelo de mercado (S,Y, B), onde, B é um

bond, S um ativo negociavel(agao) e Y é ativo nao negociavel.

Assumimos por simplicidade que a taxa juros ao dia livre de risco é

Z€T0.

O processo dos ativos é {Sp, Yp, S1, Y1} tem uma dinamica aleatoria
e é definido no espaco de probabilidade (2, P(€2), IP) da seguinte

forma:

S1(w1) = Sp€", Y1 (wr) = Yon" S1(wa) = Sp&™, Y1 (wa) = Yon*

S1(w3) = Sp&?, Y1 (w3) = Yon" S1(wy) = So€%, Y1 (wy) = Yon*
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/Onde QO = {w1,wa,ws, ws}, P(Q) = 2% & 0 conjunto das partes de (ﬁ
P é a probabilidade definida sobre a familia de eventos P(£2) por

pi=P{w}) >0, i=1,234. (10)

Assumimos, |0 < 8 <1< €%, 0<nid<l<n“ Y;+#0]|

Num mercado (S,Y, B) um investidor pode possuir « partes da
acao e (8 partes de um bond. Este par denotado por ¢ = (a, §) é

denominado de carteira.

Definimos o valor da carteira no instante ¢ = 0 igual a
Vo(0)=aSo+0=2
e no instante t = 1 igual a

\ Vo(1) = aSi(w) + (1+0)8:= Xy /
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Entao, no instante ¢ = 1 o valor da carteira é dado por

X1 =z 4 a(S1 — Sp) (11)
Agora, introduzimos um derivativo com rentabilidade
C1(w) = ¢(S1(w), Y1(w))

Para precificar C'| necessitamos especificar nossa preferencia sobre

risco. Escolhemos a funcao utilidade exponencial da forma

Ux)=—e", z€R e ~v>0. (12)

A otimizacao do investimento, que finalmente nos levara para o
preco de indiferenca do derivativo C'1, é examinado via o valor da

funcao
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t = 1 comecando no instante ¢t = 0 com valor z.

Definicao de Preco Indiferente O preco de indiferenca do

o qual os valores de V¢ e V? definidos pela equacao (12) e
correspondendo, respectivamente, aos derivativos C7 e O

coincidem. Isto é, v(C7) é a quantidade que satisfaz

VO(x) =V (2 +v(C)),

para todos os valores iniciais x.

VE (z) = sup Ep (—e_V(Xl_Cl)) = e " sup Ep (—e"ya(sl_SO)ﬂcl

(13)

Onde V(z) é a maxima utilidade que pode ser obtida no instante

derivativo C7 = ¢(S1, Y1) é definido como a quantidade v(C;) para

(14)
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Teorema Seja Q uma medida sob o qual o ativo negociavel é um

martingal e simultaneamente cumpre-se
Q(Y1[51) = P(Y1]51)

Seja um derivativo C; = ¢(S1, Y1) a ser precificado sob funcao
utilidade exponencial com coeficiente de aversao ao risco . Entao,

o preco de C; é dado por

v(Ch) = Eg <% log EQ(6701|31)) (15)

. /

17




/ Exemplo de Derivativo Agricola' \

Consideremos um modelo de mercado com um vendedor (banco,
seguradora) e um comprador (fazendeiro, etc). No instante t = 0
ambos agentes otimizam seus investimentos com intensao de
maximizar seus valores finais no tempo ¢ = 1. Nao esta permitido
fazer ajustes das carteiras entre os tempos zero e um.

Ponto de vista do vendedor No inicio do periodo o vendedor
tem um valor x,. O vendedor investe a,(valor das acoes) em acoes.
O restante esta investido no banco. Entao, o valor da carteira sem

derivativo climatico é dado por
Xsem — (xv - av)Qf + Oy Qy, (16>

onde gf = 1+4+r¢ e g, = 1+ r, sao os retornos sem risco e com risco.

Agora assumimos que o vendedor vende k # 0 partes de um
Qerivativo climatico pelo preco F,. Com isto valor da carteira com/
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XM = (xy — ay + kFy)qr + ayqy — kW1, (17)

derivativo climatico é dado por

onde W; é o valor(rentabilidade) do derivativo climatico.

Ponto de vista do comprador No inicio do periodo o comprador
tem um valor z.. O comprador investe o, em produtos de risco
associado a producao, que em algum sentido depende do clima. O
restante esta investido no banco. Entao, o valor da carteira sem

derivativo climatico é dado por
X = (fvc - Oéc)Qf T Qe (18)

onde q. = 1 + r. é o retorno sobre a producao.

Agora assumimos que o comprador compra k # 0 partes de um

derivativo climatico pelo preco F,.. Com isto valor da carteira com

. /
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/derivativo climatico é dado por \

XM = (xe — ae — kFL)qp + acqe + KW, (19)

onde W; é o valor(rentabilidade) do derivativo climatico.

Agora derivamos o preco de indiferenca para o vendedor. Para isto
usamos a definicao do valor

sup B [u(X,™)] = sup F {u(X,")] (20)

Para obter uma solucao fechada, vamos a usar a funcao utilidade
exponencial e assumir que os valores das carteira seguem
distribuicao normal. Usando o teorema de Pratt, substituimos o
valor da utilidade por seu valor equivalente(VE), isto é

VE = E[X] - %UQ(X)

\Com isto a equagao (19) é igual a /
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sup (B(X3) = 2o (X3™)) = sup (B(Xe™) = 2o (X))

(21)
Usando as equagoes (17) e (18) e maximizando em obtemos

FE(q,) —

Oé;l;sem _ (q )2 qf (22)
TvOgq,

E v) ka V) W

Oé:com _ (q ) qr +7 ; OU(q 1) (23)

Tv9g,

Substituindo estes valores na equagao (20) temos

. /
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Resultado 1 .

O preco para vendedor é dado por

Py, = —(EW;) + m), (24)
dr
onde
1 OWw,
T = =5 kot (02, w, = 1) = 2 (E(@) — appgw, (25)
Qo
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Resultado 2 '

O preco para comprador ¢ dado por

1
Fe = —(E(W) + 7c), (26)
qf
onde
1 OWw;
e = 570]{0-‘2/[/1 (pgc,Wl o ]‘) o o (E(qc) o qf)IOQle <27)
dc

. /
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Existencia '

Um seguro climatico existira se

F.(k) > F,(k)

Entao,

Te > Ty

7. € linear e decrescentes em K e m, é linear e crescente em k.

Quando ambas as retas encontram-se existird um preco.

. /
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