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Modelos STAR-Tree

Este capitulo apresenta os principais conceitos envolvidos na defini¢ao
do modelo STAR-Tree. Sua origem foi marcada pelos processos autoregressi-
vos com limiar, TAR, (Threshold AutoRegressive), propostos por Tong [16],
e discutido detalhadamente em Tong e Lin [I7], e Tong [I8]. Estes mode-
los dividem o espaco Euclidiano unidimensional em k regimes, sendo cada
regime governado por um modelo autoregressivo.

Posteriormente, Chan e Tong [3], propoem a substitui¢ao da transicao
abrupta por uma transicao suave, originando modelos que ficaram conheci-
dos como STAR (Smooth Transition AutoRegressive). Granger e Terdsvirta
[6], Terdsvirta [15], e Luukkone, Saikkonen e Terisvirta [12], fazem apresen-
tacoes detalhadas desta metodologia.

Modelos de transicao suave estavam limitados a apresentar apenas
2 regimes, mas em van Dijk e Franses [2I], e Medeiros e Veiga [I3],
esta aplicacao foi estendida para a abordagem que suporta a inclusao de
miultiplos regimes, denominada MRSTAR (Multiple Regime STAR).

A modelagem STAR-Tree se baseia no conceito do STAR com multi-
plos regimes definidos por uma arvore binaria. Este capitulo fornece a teoria
na qual o STAR-Tree se baseia. Os algoritmos de crescimento da arvore e
estimacao de parametros sao detalhados, assim como a metodologia usada

para prosseguir com o processo.

2.1
CART

Proposto por Breiman, Friedman, Olshen e Stone [2], o algoritmo
CART (Classification And Regression Trees) é usado para prever variaveis
dependentes continuas (regressao) e categoricas (classificagao) através do
particionamento recursivo do espaco de variaveis de transicao, sendo apre-

sentado na forma de arvores de decisdao binarias. Sua grande vantagem em
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comparagao com os demais métodos nao lineares e nao-paramétricos é a
capacidade de interpretacgao.

Um conceito importante é a profundidade da arvore, que determina
a quantidade de ancestrais que um determinado né possui. A raiz é ado-
tada como profundidade 0. A profundidade fornece uma idéia do grau de
complexidade que a arvore estimada apresenta.

A numeracao da arvore segue uma convencao na qual o né raiz recebe
o valor 0 e os nos seguintes assumem valores seqiiéncias a partir da esquerda

de cada profundidade. A figura (2.1 apresenta um exemplo de enumeragao

de arvore.
Profundidade () ==memmmmmmmmemmeemaamaamae 0
Profundidade 1-====m=mm=nmn- 1 7
Profundidade 2 --- | 3 4 5 6

Figura 2.1: Arvore CART

Representacao Matematica

A variavel de interesse é expressa como a soma de uma funcdo nao

linear e um termo de erro aleatério.

Ye = f(x¢) + & (2-1)

onde y; € R e x; = (x4, Toy, ..., Tpy)' € um vetor com m variaveis explanato-
rias. Nenhuma hipdtese é feita a respeito da distribuicao do termo aleatoério
€.

Seguindo a abordagem usada em Corréa da Rosa et al [§], o modelo de
arvore de regressao com H noés é um modelo de particionamento recursivo
que aproxima f(x;) por uma fun¢io constante por partes definida pelo vetor

de parametros ¥ € R” onde r é o niimero total de parametros.

H+1

f(xy ) = Z Bigi(x¢) (2-2)
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onde
H
gi(xe) = [T 2 (ocas )R (1 = T (x5 0)) R0 ) (2-3)
k=0
onde j; = —1 se o caminho até a folha ¢ nao inclui o n6 k; 5, = 0 se o

caminho até a folha 7 inclui o ramo direito do n6 k; j;x = 1 se o caminho

até a folha ¢ inclui o ramo esquerdo do noé k; e

1 € A,
I(x4;¢5) = e (2-4)
0 cc
onde A;, i« = 0,1,...,H é uma particao induzida por x; no espaco R™

e Y = (B1,..., Bus1,C0y--scr)’, sendo ¢;, @ = 0,1,...H o valor limite da

particao A; que determinara a inclusao da observacao na regiao.

Exemplo llustrativo

A figura ([2.2) apresenta um exemplo de arvore de regressao com duas
variaveis explanatorias, x| e x9, e a resposta univariada prevista . A figura
(2.2) apresenta ainda a particio do espaco induzido pela arvore resultante.

O modelo final para esta arquitetura tem a forma

=[B31(ar; 1) + Ba(1 — I(wo; c1)) [ (w145 co) + [(Brnl (2145 ¢5)+

+ Bra(1 = I(w14; ¢5))) L (Tar; c2) + Bo(1 — I(war; e2)) (1 — (2145 ¢0)) =
=[1.51(z2;6) + 2(1 — I(w2t;6))]1 (2145 10) + [(41 (2145 13)+

+ 6(1 — I(z14;13)) I (25 11)) + T(1 — I(ma; 11))](1 — I (145 10))

A arvore da figura (2.2)) pode ser interpretada como um conjunto de

regras de predicao, como a seguir:
1. Se (1 < 10 & x5 < 6), entdo o valor previsto é § = 1.5.
2. Se (z1 < 10 & 23 > 6), entao o valor previsto é § = 2.
3. Se (x; > 10 & x5 > 11), entdo o valor previsto é g = 7.

4. Se (x1 > 10 & z9 < 11 & 1 < 13), entdo o valor previsto é g = 4.

ot

. Se (1 > 10 & x5 < 11 & 1 > 13), entao o valor previsto é § = 6.
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v=1,5 y=2 %13 v=7
Regime 1 Regime 2/ \ Regime 3
i =
Regime 4 Regime 5
X: A -~
5
11 2
6 415
1
’ -
10 13 X

Figura 2.2: Exemplo de Arvore de Regressao

Algoritmo de Crescimento

A determinacao da arquitetura da Aarvore é feita a partir de um
algoritmo iterativo em que a cada passo um noé é escolhido para ser
subdividido. O no6 a ser dividido, a variavel e o limiar da divisao sao obtidos
através da busca da variavel explanatoéria e do limiar da divisao ¢; que
minimiza a soma dos erros quadraticos de previsao. Para a raiz da arvore,
a equacdo a ser minimizada pode ser vista em (2-5)). O critério de parada
adotado foi sugerido por Breiman, Friedman, Olshen e Stone [2], e afirma

que o n6 com 5 ou menos observacoes ¢ declarado como terminal.

T
SEQ = Z{yt — Bul (45 S0, co) — Ba[l — (245 S0, CO)]}Q (2-5)
t=1

Medidas de custo e complexidade e o desempenho preditivo do modelo
obtido ap6s o encerramento do algoritmo avaliam se ha necessidade de
reestimagao do mesmo. Uma técnica conhecida como podagem (corte de
algumas folhas) é utilizada neste processo. "Suponha uma medida de
qualidade de ajuste R; calculada dentro da i-ésima folha e que a arvore
possua N folhas. Em Breiman, Friedman, Olshen e Stone [2], h4 a sugestao

para avaliar o custo complexidade através de uma funcao", Corréa da Rosa
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et al [§] :

N
R*(N,a) =) Ri+|a|N (2-6)
=1

onde o é um parametro que penaliza a arvore pelo seu tamanho.

2.2
STAR

O modelo STAR pode ser visto como um modelo autoregressivo linear
com os coeficientes sendo determinados pela posicao de um vetor de variaveis
explanatoérias no chamado espaco de transicao. A representacao para dois

regimes é dada por

Yt = ¢/1$tG(3t§% C) + (%5/2%(1 - G(StQ v C)) + € (2‘7)

onde y; é a série temporal a ser modelada; z; = (1, yi—1, Y2, ..., Yt—p)";
i = (¢i0, Gins -y Gip) i = 1,2. O erro aleatério ¢ tem uma distribuicao

condicional normal com média Ele;|yi—1, yt—2, ..., y1—p] = 0 e varidncia

Var[et‘ytfh Yt—25 -+ yt*p] = 02'

A funcgdo de transicdo G(ss;7,c), descrita na equacao (2-8|), ¢ nao
linear, continua e limitada entre 0 e 1. O conjunto de variaveis de transicao
pode ser formado por variaveis endogenas defasadas, exodgenas e fungoes de
varidveis endogenas.

G_V(St _C)

G(st57,¢) 7>0 (2-8)

T l+e G
onde ] ¢ o parametro que determina o grau de suavidade da transicdo e ¢
é o limiar entre dois regimes.

A figura apresenta o grafico da funcao logistica descrita na
equacao (2-8) com v =1ec=0.

Com relagao ao parametro 7, caso v — 00, a fun¢ao G(s; 7, ¢) se apro-

xima de uma fungio degrau?] e o modelo STAR tem a forma de um modelo

1O parametro de suavidade v, por ser dependente da escala, é padronizado através
da divisao pelo desvio padrao da variavel de transicao.
y=2L
Os
onde o, é o desvio padrao da varidvel de transigao s
2A funcdo degrau é definida pela equacio

. 1 se s;<c
G('){O se s >c¢
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Figura 2.3: Fungao de Transicao

TAR(L) (Threshold Autoregressive) (2-9)). Se a variavel de transi¢ao for uma
variavel endogena defasada, o modelo é chamado SETAR(L, &y, ..., kr,d)
(Self-Exciting Threshold Autoregressive). Caso v — 0, a fungao logistica é

igual a 0.5 e 0 modelo é linear.

k1
o)+ oMy e se y.eRy
=1

ko
Yt 82) + > 9252(2)%—@' + €§2) se yi—q € Ry (2-9)
i=1

kr
¢(()L) + > ¢§L)yt—z‘ + EiL) se yi—q €Rp
i=1

\

O modelo STAR com 2 regimes também pode ser visto como
uma média ponderada de dois modelos AR, onde os pesos, G(si;7,¢) e
(1 — G(s4;7,¢)), sao determinados pelo valor assumido pela funcao de
transicao. Uma vez fixado 7, a distancia entre o valor de s; e c ird determinar
o grau de pertinéncia da observacao aos regimes do modelo. Por exemplo,
para a situacao na qual s; = ¢, a observagao fara parte de ambos os regimes
com o mesmo grau de pertinéncia.

Uma outra interpretacao do modelo leva em conta que os parametros
lineares variam suavemente, de acordo com os valores das funcgoes de
pertinéncia obtidos. O conceito de funcao de pertinéncia é emprestado da
Logica Fuzzy, sendo Zadeh [19], uma boa referéncia para o assunto.

A abordagem que faz uso de mais de dois regimes recebe o nome de
MRSTAR (Multiple Regime Smooth Transition AutoRegression), cuja a

descrigao detalhada pode ser vista em van Dijk e Franses [21]. Por exemplo,
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a representacao de um modelo com 4 regimes pode ser vista como

yr =[2G (s165 71, 1) + dhae (1 — Gi(s16571, €1))|Ga(Sar; Y2, C2)+

+ [@52:G1 (516,71, 1) + Py (1 — Gi(s1e;71, 1)) (1 — Gals215 72, ¢2)) + €
(2-10)

Ciclo de Modelagem STAR

A modelagem STAR segue a abordagem especifico-geral para a cons-
trucao do modelo, isto é, parte de um modelo simples e aumenta a sua
complexidade caso os testes de diagnosticos apontem para esta direcao. As
etapas do ciclo, proposto em van Dijk, Terdsvirta e Franses [20], estao dis-

postas abaixo:

1. Escolhe-se a ordem p do modelo AR

A ordem p pode ser obtida através de critérios de informagao, como o
AIC (Akaike Information Criterion) ou o BIC (Bayesian Information
Criterion). E importante que a ordem seja tal que os residuos do

modelo sejam aproximadamente ruido branco.

[ k l log(T)
AIC = —2— +2— BIC = —2— — 2-11
C T + T C T +k T ( )
onde k é o nimero de parametros, 1" a quantidade de observacoes e [

¢ o valor do log da fun¢ao de verossimilhanca.

2. Testa-se a hipotese de linearidade contra nao linearidade para cada
uma das variaveis explicativas candidatas. Caso a hipdtese alternativa
seja aceita, escolhe-se a variavel s; com o menor p-valor. O teste

utilizado é do tipo Multiplicador de Lagrange.

Este teste apresenta como hipotese nula Hy : ¢ = ¢ e hipotese
alternativa Hy : ¢1,; # ¢2,; com pelo menos um valor de ¢ no conjunto
(0,1,2,...,p). Porém, sob a hipotese nula, os parametros v e ¢ podem
assumir diferentes valores sem afetar a funcao de verossimilhanca,
impossibilitando a identificacio do modelo. Outra forma de testar
linearidade seria considerando Hj : 7 = 0, mas enfrenta-se 0 mesmo
problema observado anteriormente, com ¢; e ¢, podendo assumir

qualquer valor desde que a média deles permaneca fixa.

A solucao para este problema foi proposta em Luukkonen, Saikkonen

e Terdsvirta [12]. Eles sugerem a aproximacao da funcao de transigao
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por um polinémio de Taylor de terceira ordem Fj Reescrevendo a

equagao (2-7) como

Y = hai + (92 — 1) 1G (5157, ¢) + & (2-12)

A aproximacao de Taylor em torno de v = 0 pode ser reescrita na

forma

Yy = ﬁéxt + ﬁixtst + %fts? + ﬁé%sg + e (2-13)

onde B; = (Bio,Bi1, . Bip)i = 0,1,2,3, e e, = & + (2 —
1) 2 R3(s4;7, ¢), sendo Rs(sy;y,¢) o termo restante da expansao de
Taylor, que, sob Hy, é nulo e e; = ¢;. Os parametros [3; sao fungao de
01, P2, € ¢, 0 que faz com que a hipotese nula possa ser construida
como Hy : 1 = [y = (B3 = 0. A estatistica de teste é entao obtida

através das seguintes etapas:

(a) Estimagdo do modelo LSTAR por minimos quadrados nao line-
ares e obtencao da soma dos quadrados dos residuos, SSRy =

T 42 s
> 11 € sob a hipotese nula.

(b) Estimacao dos residuos e; e obtengao da soma dos quadrados de

A T A
é; como SSRy =Y, | é7.

(c) A estatistica de teste sob a hipotese nula seguird uma distribuigao

x% com 3(p + 1) graus de liberdade e tera a forma

T(SSRy — SSR,)
LM =
SSR,

(2-14)

Para pequenas amostras, adota-se uma forma alternativa da
estatistica de teste, apresentada na equagao (2-15)), e que terd

uma distribuicao F.

(SSRy— SSRy)/3(p+1)
SSR /(T —4(p+1))

LM = (2-15)

sendo 3(p + 1) e (T — 4(p + 1)) os graus de liberdade da
distribuicao.

3. Estimagao dos parametros do modelo STAR

3Maiores detalhes sobre a aproximacdo pelo polinomio de Taylor de terceira ordem
pode ser visto no Apéndice (A).
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A estimacao dos parametros é feita por minimos quadrados nao
lineares (MQNL)

T
f = argmin Z(yt — F(z4;0))? (2-16)
t=1

onde 0 = (¢}, 05, 7,¢) e F(xy;0) = Ely|zy]. Vale observar que,
sob a normalidade dos erros ¢, MQNL é equivalente a méxima

verossimilhanca.

A solucao por MQNL faz uso de procedimentos de otimizacao nao li-
near. Neste trabalho, é aplicado o algoritmo de Levenberg—Marquarth]
[11] e [14], recomendado para superar o problema de minimos locais.
Em Greene [5], pode ser encontrado mais detalhes sobre algoritmos

de otimizacao nao linear.

O problema da estimacao por MQNL pode ser simplificado através da
fixacao dos parametros nao lineares v e ¢ e a posterior estimacao dos
demais elementos por Minimos Quadrados Ordinarios (MQO). Este

procedimento recebe o nome de Minimos Quadrados Concentrados

(2-17).

6(0) = (2(0Y2(0))'2(8)'y (2-17)
onde 6 = (v,¢) e Z(0) ¢ uma matriz T x 2(p+1), com a t-ésima linha
dada por i i

G(s;0)
Yi-1G (15 0)
yt—PG(St; 0) (2—18)
1— G(St; 9)

Y1 (1 = G(s;0))

i yt—p(1 —G(s;0))

Entao, a estratégia utilizada para estimar os parametros segue abaixo:

(a) Obtém-se os valores iniciais para (v, c) através da maximizagao
da funcao de log-verossimilhanca concentrada aplicada & uma

grade de valores de (7, ¢).

4No Apéndice pode ser encontrado maiores detalhes sobre o algoritmo de
Levenbeg-Marquardt


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410276/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 0410276/CA

Aplicagao de Modelos Nao Lineares em Negociacdo Automéatica no Mercado Acionario
Brasileiro 22

(b) Aplicam-se os valores obtidos para (v, c) e estimam-se os para-

metros lineares (¢}, ¢5)" por Minimos Quadrados Concentrados.

(c) Os valores de (¢}, ¢4)" encontrados sao usados no célculo de (7, ¢)
por MQNL.

(d) Estimam-se por MQO os parametros lineares fazendo uso dos

valores dos parametros nao lineares obtidos no passo anterior.

(e) O algoritmo alternara entre as etapas (c) e (d) até que a diferenga

absoluta entre as somas dos quadrados dos residuos convirja.
Neste trabalho, a grade de valores iniciais de v e ¢ foi formada por:

70 =10.25,0.5,0.75,1,1.25,1.5,1.75,2,2.5, 5, 7.5, 10, 25, 50, 75, 100,
250, 500, 750, 1000}

€

9 = {Z/(5), Y10y, Y(15)5 Y(20)5 Y(25), Y(30)» Y(35)5 Y(40)s Y(45)5 Y(50)» Y(55)» Y(60),

Y65)5 Y(70)5 Y(75)5 Y(80)» Y(85)» Y(90), Z/(95)}
onde y(;) € o i-ésimo percentil empirico do processo simulado.

4. Avalia-se o modelo obtido através de testes de diagnoésticos

Os testes realizados para validagao do modelo sao:

- Residuos descorrelatados
- Nao linearidade nao remanescente

Se alguma das hipdteses nulas dos testes de diagnosticos for rejeitada,

o modelo deve ser reestimado usando uma nova estrutura.

No apéndice é apresentada a descricao teodrica de cada teste.

2.3
STAR-Tree

O modelo STAR-Tree ¢ uma combinagao de duas metodologias: STAR
(Smooth Transition AutoRegression) e CART (Classification And Regres-
sion Tree). O resultado é um modelo estruturado em arvore, onde a transi-
¢ao entre os regimes é suave, e com cada folha sendo formada por modelos

AutoRegressivos. No presente trabalho, sdo adotados modelos AR(1) nas
folhas.
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Ciclo de Modelagem STAR-Tree

A modelagem é baseada em um algoritmo que contém uma série de
testes do tipo Multiplicador de Lagrange (ML), aplicados para determinar
a inclusao de regimes adicionais e a variavel de transicao s;.

Visando minimizar a possibilidade de superestimacao da arvore, os
testes ML sao aplicados com um nivel de significancia variavel que diminui
a medida que os testes sao aplicados e as profundidades sao criadas. O nivel

de significancia é calculado pela equacao

a(d,n) = % (2-19)
onde n é o n-ésimo teste aplicado na seqiiéncia e d a profundidade

Assim, para o caso do teste na raiz, tem-se (n = 1) e (d = 0), logo, o
nivel de significancia é a. Com a criacao da primeira profundidade, n passa
a valer 2 e d, 2. A medida que a arvore cresce, a significancia assume os
valores a/3, /42, /5%, /63, o/ T3, etc.

A variavel de transicao s; a ser escolhida faz parte do conjunto de
variaveis explicativas propostas, formado por defasagens da série analisada
e de variaveis exogenas.

O procedimento de crescimento da arvore é feito a partir da raiz e
se baseia na inclusao de noés que constituirao as profundidades da arvore.
Seguindo a abordagem usada por Corréa da Rosa et al [§], os passos sdo

descritos a seguir:

1. Criacao da raiz da arvore — A criagao da raiz da arvore resulta na

formulagao de um modelo LSTAR(1) apresentado sob a forma
Yr = (014 B1y-1)G (S0t Y0, o)+ (24 Baye—1) (1 =G (5043 70, C0)) (2-20)

Aplica-se o teste ML descrito no item 2 da segao (2.2 para escolher
a variavel de transicao que apresentar o menor p-valor. Se uma das
hipoteses nulas for aceita, deve-se escolher uma nova varidvel de

transicao e reestimar os parametros do modelo.

Com isso, estimam-se os parametros (aq, 01, a2, B2, Y0, ¢o)’ do modelo
LSTAR(1) por MQNL e verifica-se, através dos testes das hipoteses
de (2-21)), se 0 modelo é adequado. Caso nenhuma das variaveis gere

uma divisao estatisticamente significante, a hipotese de linearidade é
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aceita e o modelo AR(1) ¢ estimado.

Hy:38;=0,i=1,2; 51—52:0‘517527&0

(2-21)
Hy: fyoufy#0ou fy— By #0[B1, 3 #0

2. Inclusao de nés a partir da primeira profundidade - O teste ML
continua sendo aplicado com o objetivo de verificar a necessidade
de criagdo de um regime adicional. Aqui sao escolhidos a variavel de
transicao s; € o nd a ser dividido. Inicialmente, o teste é aplicado
a todos os pares {n;,s;;}, 1 = 1,2 j = 1,2,...,k, sendo k o indice
da ultima variavel de transicao utilizada, e o nivel de significancia o’
estipulado segue a equacao (2-19) com n = 2 e d = 1. O par que
apresentar o menor p-valor é o escolhido, sendo que é necessario que

ele seja inferior a o/'.

Os parametros da funcao de transi¢do Go(-) e do n6 que nao serd
alterado permanecem os mesmos. Em seguida, estimam-se por MQNL
os parametros dos dois regimes criados e da fungao de transicao (G1(+)
ou Go(+)) e aplica-se os testes para validacdo do novo modelo.

Hy: Bom+i =0, 1=1,2; Boms1 — Bomsz = 0|Bam1, Soms2 # 0

Hy : Bomi1 ou Btz # 0 ou Boms1 — Bomr2 7# 002m+1, Boms2 # 0
(2-22)

onde o valor de m ¢é tal que m € {1,2}.

O teste ML é aplicado uma tultima vez em todos os pares formados
pelo n6 que nao foi dividido no teste anterior e as variaveis de transicao
para verificar a necessidade de criacao de um regime adicional neste

no. Para este teste, o nivel de significancia deve ser o = /3.

Caso nenhum par gere divisoes significantes, o algoritmo é encerrado.
3. Inclusao de noés na z-ésima profundidade da arvore - O procedimento

é semelhante & etapa anterior. Considerando que ja foram criados N

regimes, o teste ML verifica a hipotese de extensao da arvore a proxima

profundidade e a possibilidade de criacao de regimes adicionais.

Previsiao

A flexibilidade da metodologia STAR-tree permite que sejam criados

trés tipos de previsao diferentes:
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- Combinagao de Regimes (RC): esta forma de previsao é a aplicagao di-
reta do modelo estimado. Utiliza-se a equacao resultante da estimacao

para obter a previsao um passo a frente.

- Méaxima Pertinéncia (MM): observa-se em qual regime a observacao
apresentou a maior pertinéncia e aplica-se o modelo AR(1) correspon-

dente.

- Combinacao Adaptativa de Regimes (ARC): esta metodologia é simi-
lar & RC, porém os parametros lineares sao re-estimados usando as

altimas 252 observacgoes.
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