Modelagem e Simulacdo - Cadeias de Markov

Cadeias de Markov

1. Introducio

Nestas notas de aula serdo tratados modelos de probabilidade para processos que
evoluem no tempo de maneira probabilistica. Tais processos sdo denominados Processos
Estocasticos.

1.2. Processos Estocasticos

Um Processo Estocastico ¢ definido como uma cole¢do de variaveis randomicas
(X(t)) indexadas por um parametro t pertencente a um conjunto T. Freqlientemente T ¢
tomado para ser o conjunto dos inteiros ndo-negativos (porém, outros conjuntos sao
perfeitamente possiveis) e X(t) representa uma caracteristica mensuravel de interesse no
tempo t. Exemplificando, X(t) pode representar o nivel de estoque de um produto no fim da
semana t.

Processos Estocasticos sdo de interesse para descrever o procedimento de um
sistema operando sobre algum periodo de tempo, com isso, em termos formais, a variavel
randomica X(t) representa o estado do sistema no parametro (geralmente tempo) t.
Portanto, pode-se afirmar que X(t) ¢ definido em um espaco denominado Espaco de
Estados.

Os Processos Estocésticos podem ser classificados como:

a) Em relacdo ao Estado
» Estado Discreto (cadeia): X(t) ¢ definido sobre um conjunto enumeravel ou finito.
» Estado Continuo (seqiiéncia): X(t) caso contrario.

b) Em relacdo ao Tempo (Parametro)
» Tempo Discreto: t € finito ou enumeravel.
» Tempo Continuo: t caso contrario.

Exemplos:
1. Numero de usuarios em uma fila de banco em um determinado instante: Estado
Discreto e Tempo Continuo.
2. Indice pluviométrico diario: Estado Continuo e Tempo Discreto.
3. Numero de dias chuvosos: Estado Discreto e Tempo Discreto.

Existem varios "tipos" de Processos Estocasticos, porém, nestas notas de aula sera
apenas abordado um tipo de Processo Estocéstico denominado Processo Markoviano.
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Andrei Andreyevich Markov (*1856, Ryazan, Russia; 11922, Sdo Petersburgo, Russia).

2. Processos Markovianos

Um Processo Estocastico € dito ser um Processo Markoviano se:

PIX (teat) < Xt X0 = X0 X(tir) = X X(8) = X1, X(8) = X = P () € X X0 = x| (1)
para t, <t , <..t <t =0]L... e toda seqiéncia k,k,,..k_.k. k.
A expressao (1) pode ser "traduzida" por: a probabilidade condicional de qualquer
evento futuro, dado qualquer evento passado e o estado presente X(tx) = Xk, ¢ independente
do evento passado e depende somente do estado presente.

Em termos mais resumidos: um Processo Estocastico ¢ dito ser um Processo
Markoviano se o estado futuro depende apenas do estado presente e nao dos estados
passados.

Este tipo de Processo Estocastico ¢ também denominado de memoryless process
(processo sem memoria), uma vez que o passado € "esquecido" (desprezado).

As probabilidades condicionais P{X(tkH) = X [X(ty) = xk} sdo denominadas

Probabilidades de Transicdo e representam, portanto, a probabilidade do estado X(t,,,)
ser x,,,; no instante tx+; dado que o estado X(t,) € x, no instante t.
Sem demais formalismo, segue-se o exemplo seguinte:

Exemplo A
O estado no ano de 1993 do uso da terra em uma cidade de 50 quilometros

quadrados de area ¢:
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Tabela 1 - Estado do uso da terra em 1993.
| uso residencial 30%
11 uso comercial 20%
111 uso industrial 50%

Os valores da tabela 1 podem ser dispostos em um vetor x, denominado Vetor de
Estados:

x=[ 1 mj ()

As probabilidades de cada Estado (probabilidade nao-condicional) podem também
ser dispostos em um vetor w, denominado Vetor de Probabilidade de Estado (para
distingui-las das probabilidades de transi¢ao):

n=[0.30 020 0.50] (3)

Assumindo que as probabilidades de transicdo para intervalos de 5 anos sdo dadas
pela seguinte tabela:

Tabela 2 - Probabilidades de Transigdo
paral|para Il |para III
delI| 0.8 0.1 0.1
delIl| 0.1 0.7 0.2
de IIT 0 0.1 0.9

As probabilidades condicionais na tabela 2, em termos informais, podem ser
entendidas como:

» de I para I = a probabilidade do estado ser I apds 5 anos, dado que o
estado atual (presente) € I ¢ 0.8, ou P{X(t+5):I|X(t) :I}:O.S. Para t =1993,

fica P{X(1998) = 1X(1993) =1}=0.8.

» de I para Il = a probabilidade do estado ser II apds 5 anos, dado que o
estado atual (presente) ¢ I € 0.1, ou P{Xt+5 =X, = I}:O.l. Para t =1993, fica
P{X(1998) = I1[X(1993) = I}=0.1.

» de I para IIl = a probabilidade do estado ser III apos 5 anos, dado que o
estado atual (presente) ¢ I ¢ 0.1, ou P{X(t+5) = I|X (1) = I}z 0.1. Para t =1993,
fica P{X(1998) = IM[X(1993)=1}=0.1.

» de II para I = a probabilidade do estado ser I apds 5 anos, dado que o
estado atual (presente) ¢ 11 € 0.1, ou P{X(t+5) = I|X(t) = Il}:O.l. Para t =1993,
fica P{X(1998)=1|X(1993) = 11}=0.1.

» de II para II = a probabilidade do estado ser II apos 5 anos, dado que o
estado atual (presente) ¢ II ¢ 0.7, ou P{X(t+5) = II|X(t) = II}: 0.7. Para t =1993,
fica P{X(1998) = I1X(1993) = I1{=0.7 .

» o raciocinio ¢ analogo para as demais.
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Os valores da tabela 2 podem ser entdo dispostos em uma matriz P, denominada
Matriz de Transicao:

08 0.1 0.1 4)
P={01 07 02
0.0 0.1 09

Assim, a partir de P e o vetor de probabilidade de estado © para 1993, denominado

', pode-se calcular o vetor de probabilidade de estado 7 para 1998, denominado " :

0.8 0.1 0.1 )
) =7®P=[30 20 50]0.1 0.7 02|=[26 22 52]
00 0.1 09

2.1 Cadeias de Markov

Um Processo Markoviano ¢ dito ser uma Cadeia de Markov quando as variaveis
randomicas X(t) estdo definidas em um espago de estados discreto E. O exemplo dado
acima ¢ entdo uma Cadeia de Markov porque o espago de estados € discreto.

Quando o tempo ¢ discreto, a Cadeia de Markov ¢ dita ser uma Cadeia de Markov
em Tempo Discreto. Neste caso, tem-se:

PIX(k+1) = X0 [X(K) = X3, X(k=1) = X s X(D) = %, X(0) = X = PIX(k+1) = xp g [XK) = x, | (6)
V seqiiéncia O0,l,...k—-1kk+1

As Probabilidades de Transigao P{X(k+1): XX (k) =xk} representam, portanto, a
probabilidade do estado X(k+1) ser x,,, no tempo k + 1 dado que o estado X(k) € x, no

tempo k.
Se para cada X1 € X, tem-se:

P{X(k+1) = x| X(K) = x; }= PIX(1) = x,[X(0) = x, | (7
VvV seqiiéncia 1,2,....k -1k k+1

entdo, as Probabilidades de Transicdo sdo ditas Estacionarias. Assim, tendo-se
Probabilidades de Transi¢do Estacionarias implica que as Probabilidades de Transi¢do nao
mudam em relagdo ao tempo. Ainda, de acordo com a expressao (7), as Probabilidades de
Transi¢dao sdo denominadas Probabilidades de Transicao de Passo 1.

A existéncia de Probabilidades de Transi¢ao Estacionarias de Passo 1 implica que
para cada Xxin e Xk en (n=0, 1, 2,...), tem-se:

P{X(k+1) = X1 [X(K) = x| = PX(n) = x, [X(0) = x, } (®)
V seqiiéncia 12,..k—-1kk+1
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Estas probabilidades condicionais sao chamadas Probabilidades de Transicao de
Passo n.

Para simplificacdo da notagdo, adotando Xx+; ou Xy, de j € xi de 1, pode-se definir:

Py = PIX(k+1) = jX(k) = i} ©9)
(S
P = P{X(k +n) = JX(k) = if (10)

Porque pﬁj“) sdo probabilidades condicionais, estas precisam ser ndo negativas e

desde que o processo precisa realizar uma transicdo em algum estado, estas precisam
satisfazer as seguintes propriedades:

pV20 V¥V (i,jkn=0,2,. (11)
(5]

M 12
dp=1 VvV in=0L2,.. (12
j=0

Uma maneira conveniente de mostrar todas as Probabilidades de Transi¢ao de Passo
né:

Estado| 0 1 M
0 | ol | oy o
Lopl | pim
M e | i Pitu

ou, equivalentemente, por uma matriz P™:

pi) bl . ply (13)
TS 21 L L
Pl Pl . Pl

A matriz P™ é denominada Matriz de Transicio de Passo n. Quando n = 1, a
matriz ¢ denominada apenas Matriz de Transi¢ao, como exemplificado na expressao (4).

As Cadeias de Markov, consideradas nestas notas de aula possuem as seguintes
propriedades:
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1. Um ntmero finito de estados.
2. Probabilidades de Transi¢do Estacionarias.

Ainda ser4 assumido como conhecido o vetor de probabilidade de estado inicial ©*
(vetor composto por P{X0 =i} para todo 1).

Exemplo B

Uma loja de cameras fotograficas armazena um modelo de camera que pode ser
comprada semanalmente do fornecedor. D, D», . . ., representa a demanda para esta camera
(o namero de unidades que deveriam ser vendidas se o estoque ndo ¢ esgotado) durante a
semana 1, semana 2, . . ., respectivamente. E assumido que D; sdo variaveis randomicas
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d") tendo uma distribuicdo de Poisson com
média igual a 1. Dado X, representar o nimero de cameras inicialmente, X; o numero de
cameras no fim da semana 1, X, o nimero de cameras no fim da semana 2 e assim por
diante. Assume-se que Xo = 3. No sabado a noite a loja faz o pedido de cameras para o
fornecedor, o qual realizara a entrega apenas na proxima segunda-feira. A loja utiliza a
seguinte politica de compra: se ndo ha cameras no estoque, a loja compra 3 cameras.
Entretanto, se ha alguma camera no estoque, nenhuma camera ¢ comprada. Vendas sdo
perdidas quando a demanda excede o estoque. Assim, {X } parat=0, 1,2, ... ¢ um
Processo Estocastico. Os Estados possiveis do processo sdo os inteiros 0, 1, 2, 3,
representando o nimero de cadmeras no fim da semana t, ou seja, o espago de estados, para
este exemplo ¢ E={0 1 2 3}. As varidveis randomicas X; sio dependentes e podem ser

avaliadas iterativamente pela expressao:

) ) 14
max{3 Dt+1°0} ¢ X, =0 parat= 0,1,2,... ( )

X, =
o {max{Xt—DHl,O} se X, 21

A expressao (14) é o processo estocastico (o qual foi modelado a partir do
enunciado). Ainda faz-se necessario definir a matriz de transi¢ao P, porém, primeiramente,
a titulo de revisao segue:

" Duas variaveis aleatorias sdo independentes se P(A N B) = P(A‘B)P(B) = P(A).P(B).

Duas variaveis aleatorias sao identicamente distribuidas se possuem a mesma distribui¢do de probabilidade.
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Distribuicdo de Poisson

Siméon Denis Poisson (*1781

A distribui¢do de Poisson ¢ uma distribuicdo discreta empregada em situagdes
probabilisticas onde a area de oportunidade de ocorréncia de um evento ¢ grande, mas a
oportunidade de ocorréncia em um intervalo particular (ou em um ponto) ¢ muito pequena.
Exemplo:

» Numero de defeitos ao longo de um fio de uma linha de transmissao de energia.
» Erros de datilografia em um livro.

» Acidentes industriais.

» Chegadas em modelos de fila de espera.

Matematicamente:
A probabilidade de exatamente r ocorréncias de um evento ¢é:

(A)e™” (15)

onde:
A € a média da distribuicdo
A variancia de P(r) ¢ A também.

Exemplo:
O niimero médio de defeitos em laminas de vidro ¢ 5. A probabilidade que a lamina
tenha 6 defeitos ¢é:

B, (16)

6!
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Retomando o exemplo do estoque da loja de cameras, dado que o estado corrente
X= 1, o processo sO depende de D (veja expressdo (14)). Uma vez que Xy €
independente do passado, este processo ¢ um processo Markoviano. Considerando ainda
que o espago de estado ¢ discreto, este processo Markoviano ¢ uma Cadeia de Markov.

Uma vez que Dy tem distribuicdo de Poisson com média A = 1 pode-se calcular:

n_ -1 17
e ,paran=0, 1,... (7

P{DHI = n} =

Atribuindo valores para n, onde n representa o nimero de cameras necessarias para
repor o estoque na proxima semana, fica:

P{D,,, =0}=¢" =0.368 (18)
PD,,, =1}=¢" =0368 (19)
e’ (20)

P{D,,, :2}:7:0.184

P{D,,, >3}=1-P{D,,, <2}=1-0.368-0.368—0.184 = 0.08 (21)

De posse das probabilidades de Dy; para os valores de n e do processo estocastico
(expressdo 14), as probabilidades de transi¢do p;j (elementos da matriz de transi¢do) podem
ser definidas:

Poo

X, =0 € X,,; =0 = 0=max(3-D,,,.0)

~P(D,; >3)=0.080 (22)
Pot

X, =0 € X, =1 =1=max(3-D,,;,0)

~P(D,,, =2)=0.184 (23)
Pio

X =le X,; =0 =0=max(1-D,,,0)

~P(D,, 21)=1-P(D,,, =0)=0.632 (24)
b1z

Xi=1¢ X, =2 =2=max(1-D,,;,0)
ZP(D, =-1)=0 (25)
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Para as demais p;;, o raciocinio € analogo.
A matriz de transi¢ao P entdo fica:

0.080 0.184 0.368 0.368 (26)
0.632 0368 0 0

0.264 0368 0368 0

0.080 0.184 0.368 0.368

Uma maneira alternativa para representar as probabilidades de transi¢do ¢ utilizar
uma representacdo denominada Diagrama de Transicdo de Estado. Neste os sentidos das
flechas indicam a probabilidade de transicao de um estado 1 para um estado j. Para a matriz
de transicao P dada pela expressao (26) o diagrama fica:

008

N

\

0.184 368

0264 0.0

Fig. 1 - Diagrama de Transi¢ao de Estado.
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2.2 Equacdes de Chapman - Kolmogorov

s :f.'.:.:f".ﬂ

Sidney Chapman® (*1888, Eccles, Inglaterra; 11970, Andrey Nikolaevich Kolmogorov (*1903, Tambov,
Boulder, Estados Unidos). Russia; 11987, Moscow, Russia).

A matriz de transi¢cdo P ¢ a matriz de transi¢ao de probabilidades de estado para um
passo no tempo, ou seja, de t para t+1. Pode se dizer, de maneira simplista, que as equagdes
de Chapman-Kolmogorov fornecem um método para computar a matriz de transi¢do para n
passos no tempo, ou seja, de t para t+1, de t para t+2, ..., de t para t+n.

Seja pi(j“) a probabilidade de transi¢cao do estado i para o estado j no tempo n, pode-

S€ €Screver que:

W) _ N0 m_nem (27)
pl(j . zpikpkj
k=0
v i=0,L,...M
v j=0,L..,M
e qualquerm=1, 2, ..., n-1
e qualquer n=m+1, m+2, ....
Em notacdo matricial, a expressao (27) fica:
p™ =p™prm (28)

" Nio é certeza que Sidney Chapman € o "Chapman" das equagdes de Chapman-Kolmogorov
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onde:
P™ ¢ a matriz de transi¢io no passo n.
A partir de (28) pode-se concluir, portanto, que:
p™ —pn (29)

A expressdo (29) afirma que a matriz de transi¢do no passo n ¢ igual a matriz de
transi¢do no passo 0 (inicial) elevada a n-ésima poténcia.

Cabe ressaltar neste momento que a expressao (29) s6 ¢ valida para Cadeias de
Markov cujas probabilidades de transicio de estados sao constantes em relacio ao
tempo (Probabilidades de Transicio Estacionarias). A este tipo de Cadeia de Markov,
denomina-se Cadeia de Markov Homogénea ¢ a matriz de transi¢do P ¢ entdo uma matriz
homogeénea.

Retomando o exemplo do estoque da loja de cameras, a matriz de transi¢do para
passo 2 (n=2), é:

0.080 0.184 0.368 0.368|/0.080 0.184 0.368 0.368| |0.249 0.286 0.300
pl) _p2 _ 0.632 0368 O 0 . 0.632 0368 O 0 _ 0.283 0.252 0.233
0.264 0368 0368 O 0.264 0.368 0368 O 0.351 0.319 0.233
0.080 0.184 0.368 0.368|/0.080 0.184 0.368 0.368| |0.249 0.286 0.300

O vetor probabilidade de estado m para o exemplo da camera no tempo 0 ¢é:
=0 0 0 1] (31)
uma vez que Xo= 3.

Para o tempo 1, n") pode ser calculado como:

0.080 0.184 0.368 0.368 (32)
0.632 0368 0 0
0.264 0368 0368 0
0.080 0.184 0.368 0.368

W =nx®p=[0 0 0 1] =[0.080 0.184 0.368 0.368]

Para o tempo 2, ©'® pode ser calculado como:

0.249 0.286 0.300 0.165 (33)
0.283 0.252 0.233 0.233
0.351 0.319 0.233 0.097
0.249 0.286 0.300 0.165

1 =x®p2=[0 0 0 1] =[0.249 0.286 0.300 0.165]
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2.3 Classificaciao de Estados em Cadeias de Markov
2.3.1 Estados Alcancaveis e Comunicantes

Um estado j ¢ dito ser alcancavel (accessible) a partir de um estado i se pi(j") >0 para

algum n>0. Isto implica que € possivel o sistema entrar no estado j eventualmente quando
este comeca no estado i.

Exemplo 1: os estados da matriz de transi¢ao P? na expressao (30).

Exemplo 2: Um jogador tem um $1,00 e a cada vez que joga ganha $1,00 com
probabilidade p>0 ou perde $1,00 com probabilidade 1-p. O jogo termina quando o jogador
acumula $3,00 ou $0,00. Este jogo é uma Cadeia de Markov cujos estados representam a
quantia esperada de dinheiro que o jogador possui a cada vez que joga. O espaco de estados
¢ E={0 1 2 3} e amatriz de transi¢do P é dada por:

Estado 0 1 2 3
0 1 0 0 0 (34)
1 1- 0 0
P p p
2 0 1-p 0 p
3 0 0 0 1

Nesta Cadeia de Markov, o estado 2, por exemplo, ndo ¢ alcangavel a partir do
estado 3. Isto pode ser observado a partir do contexto, uma vez que se o jogador alcangar o
estado 3, este nunca deixara este estado, o que implica que pg';) =0 para todo n>0.

Entretanto, o estado 3 ¢ alcancavel a partir do estado 2, uma vez que p(213) >0.

Um estado j ¢ dito comunicante com o estado i se o estado j ¢ alcancavel a partir do
estado i e o estado 1 € alcangavel a partir do estado j.

Exemplo 3: os estados da matriz de transi¢ao P na expressao (30).
Exemplo 4: estados 2 e 3 do exemplo 2 ndo sdo comunicantes.

A seguinte regra pode ser definida a partir das Equag¢des de Chapman-Kolmogorov:
"Se um estado i ¢ comunicante com um estado k e o estado k é comunicante com um estado
J, entdo o estado 1 ¢ comunicante com o estado j".

Se dois estados se comunicam entre si, diz-se que eles pertencem a mesma classe.

Se todos os estados sdo comunicantes, portanto todos os estados pertencem a uma

unica classe, a Cadeia de Markov ¢ dita ser Irredutivel.

Exemplo 5: A Cadeia de Markov do exemplo do estoque da loja de cameras.
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2.3.2 Estados Recorrentes e Transientes

Um estado ¢ dito ser Transiente (Temporario, Efémero, Transitério) se, entrando
neste estado, o processo pode nunca retornar novamente para este estado. Portanto, o estado
i é transiente se e somente se existe um estado j (j=i) que é alcangavel a partir do estado i
mas nao vice-versa, isto ¢, o estado i ndo ¢ alcancgavel a partir do estado j. Assim, se o
estado i € transiente e o processo visita este estado, ha uma probabilidade positiva que o
processo ird mover-se para o estado j e assim nunca ird retornar para o estado i.
Conseqiientemente, um estado transiente serd visitado somente um namero finito de vezes.

Um estado ¢ dito ser Recorrente se entrando neste estado, o processo
definitivamente ir4 retornar para este estado. Portanto, um estado € recorrente, se e somente
se, ndo ¢ transiente. Uma vez que o estado recorrente serd "revisitado" apds cada visita (nao
necessariamente no proximo passo do processo), este sera visitado infinitamente para o
processo em tempo infinito.

Um estado ¢ dito ser Absorvente se entrando neste estado, o processo nunca ira
deixar este estado. Portanto, um estado i ¢ absorvente se ¢ somente se p; = 1. Com isso,
pode-se afirmar que um estado absorvente ¢ um caso especial de um estado recorrente.

Em uma Cadeia de Markov, um conjunto C de estados ¢ dito ser um Conjunto
Fechado se o processo ao entrar em um desses estados de C, este ird permanecer nos
estados de C indefinidamente, ou seja, C ¢ um conjunto tal que nenhum estado fora de C ¢
alcangével a partir de qualquer estado de C. Com isso, pode-se afirmar que C ¢ um conjunto
formado por estados recorrentes.

Em uma Cadeia de Markov, um conjunto C,, de estados ¢ dito ser um Conjunto
Fechado Minimo se este conjunto ndo possui sub-conjuntos fechados.

Exemplo 6: Suponha que a Cadeia de Markov possui a seguinte matriz de transi¢ao P:

Estado 0 1 2 3 4
o [l 3 o o o

1 Voo 00 (35)
P= 2 0 0 1 0 0
3 0 0 % % 0
4 |t 0o 0o 0 0f

O estado 3 ¢ transiente porque se o processo esta no estado 3, ha uma probabilidade
positiva que ele nunca ird retornar para este estado. O estado 4 também ¢ um estado
transiente porque se o processo comeca neste estado, imediatamente o processo o deixa e
nunca mais ira retornar para este estado.

Os estados 0 e 1 sdo recorrentes. Através de P percebe que se o processo comegar a
partir de um desses dois estados, este nunca deixara estes dois estados. Além disto, sempre
quando o processo move-se a partir de um destes estados para o outro, este ird retornar para
o estado original eventualmente.

O estado 2 ¢ um estado absorvente, pois, uma vez que o processo entra no estado 2,
este nunca mais o deixara.

Os estados 0, 1 e 2 formam um conjunto fechado C, uma vez que se o processo
entrar em um destes estados, nunca os deixara.
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Os estados 0 e 1 formam um conjunto fechado minimo, bem como o estado 2.
2.3.3 Propriedades de Periodicidade

Um estado i é periddico com periodo t se um retorno a este estado € possivel
somente em t, 2t, 3t,... passos para t>1 e t ¢ o maior inteiro com esta propriedade (maximo
divisor comum). Isto implica que p,&“ ) =0 sempre quando n ndo é divisivel por t.

Exemplo 7: o estado 1 do exemplo 2. Comegando no estado 1, € possivel para o processo
entrar no estado 1 somente nos tempos 2, 4, 6,..., de tal forma que o estado 1 possui periodo

t = 2. Isto pode ser verificado calculando pﬁ) para todo n e observar que pgq) =0para n

impar.
Exemplo 8: os estados da seguinte Matriz de Transigao:

Estado 0 1 2 3
1 1
0 0 0 5 5 (36)
1 1
P- ) 10 10 %
i Voo oo
1 1
Vv o
Exemplo de Cadeia de Markov com estados periodicos
o 1 1
© | |
] 10 | |
d(;‘) | |
(0] | |

30 40 50 60
tempo (passo)

Figura 2 - Cadeia de Markov com estados periodicos.
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Se ha dois nimeros consecutivos s € s + 1 tal que o processo pode estar no estado 1
nos tempos s € s + 1, o estado ¢ dito ter periodo 1 e ¢ chamado estado Aperiodico.

Como a recorréncia € uma classe de propriedade, a periodicidade também ¢ uma
classe de propriedade. Assim, se um estado i em uma classe tem periodo t, todos os estados
nesta classe tém periodo t.

Exemplo 9: o estado 2 do exemplo 2 possui periodo t = 2 porque esta na mesma classe que
o estado 1, o qual, por sua vez, tem periodo t = 2.

Em uma Cadeia de Markov de estado finito, estados recorrentes que sao aperiodicos
sdo chamados de estados Ergddicos. Uma Cadeia de Markov ¢ dita ser Ergodica se todos
os estados sdo estados ergddicos.

Resumo
Tabela 3 - Resumo de classificagoes de Estados e Cadeias.

Conjunto Nenhum estado, a ndo ser algum pertencente ao conjunto, pode ser
Fechado alcangado de qualquer estado pertencente ao conjunto.
Estado Uma vez que se entra neste estado, nunca mais o deixa.
Absorvente
Estado Uma vez que se entra neste estado, um eventual retorno ¢ assegurado.
Recorrente
Estado O estado que pode somente ser alcancado nos passos m, 2m, 3m, . . ., onde
Periodico m ¢ um inteiro > 1.
Estado Um eventual retorno ao estado ndo esta assegurado.
Transiente
Estado Uma vez que se entrou neste estado, um retorno ao estado ¢ assegurado
Ergédico dentro de um numero finito de passos, porém o estado ndo ¢ periodico e

pode voltar antes de qualquer passo n.
Cadeia Cada estado pode ser alcancado a partir de qualquer outro estado (todos os
Irredutivel estados s3o comunicantes).
Cadeia A Cadeia contém um ou mais conjuntos fechados e o processo podera
Absorvente | eventualmente ser absorvido em um dos conjuntos fechados.
Cadeia Todos os estados sdo recorrentes e aperiddicos.
Ergodica

2.4 Propriedades de Longo Periodo em Cadeias de Markov

2.4.1 Probabilidades de Estados Estavéis (Steady-State)

A matriz de transigdo P™ do exemplo do estoque da loja de cAmeras ¢ para:
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0.080
a) _ 0.632
0.264
0.080

[0.249
0.283
0.351

10.249

[0.289
0.282
0.284

0.289

0.286
ple) _| 0:286
0.286
0.286

0.184
0.368
0.368
0.184

0.286
0.252
0.319
0.286

0.286
0.285
0.283
0.286

0.285
0.285
0.285
0.285

0.368

0.368
0.368

0.300
0.233
0.233
0.300

0.261
0.268
0.263
0.261

0.264
0.264
0.264
0.264

0.368

0.368

0.165 |
0.233
0.097
0.165

0.164]
0.166
0.171

0.164

0.166
0.166
0.166
0.166

(37

(38)

(39)

(40)

Como se pode perceber, todas as linhas da matriz P® sdo aproximadamente iguais
(no caso, sio iguais apenas devido ao truncamento na 3% casa decimal), e¢ serdo
absolutamente iguais para n —«. Se todas as linhas da matriz de transi¢ao sdo iguais, o
processo torna-se independente da distribui¢do de probabilidade inicial, a qual ¢
representada pelo vetor de probabilidade de estado .

No caso do estoque da loja de cameras, isto implica que a longo periodo, o estado
do estoque ¢ independente do estado inicial Xy = 3.

A figura abaixo mostra o vetor de probabilidade de estado em fun¢do do tempo para
1@=[1000]Xo=0),7”=[0100] Xo=1),77=[0010]Xo=2),7”=[0001]
(Xo = 3). Nota-se que independente do estado inicial do estoque da loja de cameras, a
distribuigdo de probabilidade dos estados n'” é praticamente a mesma nos graficos abaixo.
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T T T T T T
! ! ! ! | — estado 0
o9 ---+---4-———Jd-—— - —— 01— estado1 |- o
! ! ! ! ! estado 2
ovsf777%777%7777:7777:7777‘—estadoB77
| | | | | |
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50X e R
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R A Ve N T I e W
| | T | | |
01 ol Zn e B i Rl el S
| | | | | |
0 I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7
tempo (passo)
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I I I I I
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09— - -1 T T —9———— — estado1 | —
| | | | | estado 2
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€ I I
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©
b=
504
8
<)
203
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Probabilidades de Estados paraVO=1 0 0 0

probabilidade do estado

probabilidade do estado

Probabilidades de Estados paraVO=0 1 0 0

T T 1
| | | — estado 0
———-l-—-—-—+t—-——+— estado1 | —
| | | estado 2
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tempo (passo)

Fig. 3 - Vetor de Probabilidade n™ para o passo n dado ©'“.

A matriz de transi¢do ird estabilizar os valores de seus elementos a longo periodo se
a Cadeia de Markov ¢ Ergodica e Irredutivel”, que por sua vez, implica na existéncia de

limpgj“) independente de i. Além disto:
n—oo

1impi(jn) =n;>0
n—oo

(41)

onde os =; satisfazem unicamente as seguintes equagdes de estados estaveis:

M
= Z’Tipij para j=0,,2,...M
i=0

(¢}

(42)

"0 lim p(n) pode também existir mesmo para Cadeias Nao Irredutiveis e/ou Nao Ergddicas (ver Tabela 4).

ij

n—oo

Notas de Aula - Fernando Nogueira
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(43)

Os =; sdo chamados de Probabilidades de Estados-Estaveis da Cadeia de Markov

e podem ser denominados também como Probabilidades de Estados Estacionarios (niao
confundir com probabilidades de transi¢ao estacionarias), Probabilidades de Estados em
Fase de Regime, Distribuicio Estacionaria, Probabilidades de Equilibrio, Valores
Limites ou Probabilidades de Estado Fixo.

Nota-se que as expressoes (42) e (43) formam um sistema com M + 2 equacdes em
M + 1 incédgnitas. Com isso, no minimo uma equagdo precisa ser redundante e pode,
portanto, ser excluida do sistema. No entanto, a equacdo da expressdo (43) ¢ a unica que
nao pode ser excluida devido ao seu carater de normalizag¢do no sistema.

Retomando o exemplo do estoque da loja de cameras, o sistema fica:

To = ToPoo T P10 T T2P2o T T3P30
Ty =ToPo1 + TPy P31 +T3P3

Ty =ToPgp + T P12 + TPy +T3P3 (44)

T3 =ToPo3 + T P13 +TrPo3 +T3P33

l=my+m +m, + 7y
Igualando a zero as quatro primeiras equagdes do sistema da expressao (44), fica:

0= 7To(Poo —1)+751P10 + P20 T T3P30
0=mypg +751(1311 _1)+Tf2p21 +T3P3;
0=mypg, +71P12 +Tf2(p22 _1)+“3P32 (45)

0=mypos +71P13 + P23 + 73 (P33 _1)
l=my+m +m, +75

Substituindo valores, fica:

0=1,(0.080—1)+7,0.632 + 1, 0.264 + 1, 0.080
0=1,0.184+m,(0.368—1)+1,0.368 + 7, 0.184
0=1,0.368+,(0.368—1)+1,0.368 (46)
0=m,0.368+m,(0.368—1)

l=my+m; +m, +74

Excluindo uma equacdo qualquer (sem ser a ultima) e resolvendo o sistema, a
solugdo ¢:

n=[r, m, =, m,]=[0286 0285 0.263 0.166] (47)

A partir de (47), pode-se afirmar que a matriz de transi¢do P para o passo n=w
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P =

entao:

py

limp

n—oo

o0

2] [r, n, m, m,y| [0.286 0.285
| |mg m o omy, my| 0286 0.285
@) | |my m m, my| |0.286 0.285
2| |n, m m, my| |0.286 0.285

0.263
0.263
0.263
0.263

0.166
0.166
0.166
0.166

(43)

Em particular, se i e j s3o estados recorrentes pertencentes a diferentes classes,

0,V n

Similarmente, se j € um estado transiente, entdo:

) —0,V i

ij

(49)

(50)

Observacio Importantel: como ja citado, cabe neste momento ressaltar que P™ s6 pode ser

obtida como na expressdo (48) somente se a Cadeia de Markov ¢ Ergodica Irredutivel, o

que garante que todas as linhas de P™ sdo idénticas.

sejam idénticas mesmo para n — oo . O seguinte exemplo deixa claro esta ressalva.

Exemplo: Uma Cadeia de Markov possui a seguinte matriz de transigdo P":

pO _

P® =

pd —

P@ =

No entanto, o método de se elevar a matriz de transi¢do P a n-ésima poténcia para se
determinar P™ ¢ sempre vélido, apesar de nio haver necessidade que todas as linhas de P™

1 0 0
0 1 0
03 02 05

Qual o valor de 1limP™ ? Elevando P a poténcias mais altas, tem-se:

n—oo

1 0 0
0 1 0
1045 030 0.25

1 0 0
0 1 0
10.525 0.350 0.125

1 0 0
0 1 0
10.5625 0.3750 0.0625
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1 0 0
P=0 1 0 (55)
0.6 04 0

Escrevendo o seguinte sistema:
Ty =Ty +7,0.3
T =7; +m,0.2 (56)

T, =1, 0.5

I=my+m +m,
A solucao de (56) resulta em:
motm=1lem,=0 (57)
e conseqiientemente nao existe uma solugdo determinada para mp e ;. Como se pode notar,
as linhas de P™ ndo sdo iguais e, por isso, os valores de my e m; ndo sdo determinados

unicamente. Este fato ocorreu devido a esta Cadeia de Markov nao ser Irredutivel.

Observacao Importante2: Se P ¢ uma matriz de transicdo em que:

M _ (58)
dp;=1 VvV i=12,..M
j=1

e

M _ (59)
dp;=1 ¥V j=12..M
i=1

esta matriz é dita ser uma matriz Duplamente Estocastica e neste caso, para P irredutivel”,
tem-se:

w1 . (60)

rl,l_r,gpij Vi v 1,j=12,...M
Consideracdes matematicas:

A equacdo vetorial em (42), pode ser dada em notagao reduzida por:

05 05 0 |
*P=|0.5 0.5 0| ¢duplamente estocastica, mas lim pi(jn) # E VvV 1,j=12,3 porque P ndo é

0 0 1
Irredutivel.
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T =P (61)

sendo:
1 um vetor linha; e
P ¢ uma matriz quadrada.

Equivalentemente, a expressao (61) pode ser escrita por:
P'n' =nx' (62)

sendo:
t o operador transposto.

A expressio (62) pode ser entendida como um problema de auto-valor’, que implica
em P' ter um auto-valor igual a 1.
O problema de auto-valor fica entdo:

(P At =0; (63)

A resolugdo de (63) ira fornecer um auto-vetor ©' associado a um auto-valor igual a
1 que corresponde para o vetor de Probabilidades de Estados Estaveis. Uma vez que P ¢
uma matriz homogénea, o auto-vetor ' podera ter infinitas solugdes, porém tais solucdes
diferem entre si apenas por um fator de escala. Faz-se necessario entdo normalizar os
valores do vetor ©t' para sua soma ser igual a 1.

O exemplo abaixo resolve o problema de auto-valor para a matriz de transi¢do P do
exemplo do estoque da loja de cameras:

0.080 0.632 0.264 0.080 1 00 0]\[n,] [0 (64)
0.184 0.368 0.368 0.184 010 O|fln, | |O
0368 0 0368 0368 |0 0 1 0fn, “lo
0368 0 0 0368 00 0 1|)|ny| |O

A solucdo é:

“AX=Ax = (A-A)x =0

sendo:
A um auto-valor;
X um auto-vetor associado ao auto-valor A; e
I a matriz identidade.
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1 0 0 0 (65)
0 0.092+0.2434i 0 0
AutoValor = )
0 0 0.092-0.24341 0
10 0 0 0
[0.5606 —0.4523+0.39891 —0.4523-0.3989i —0.7071 (66)
0.5590 -0.3015 -0.3015 0
AutoVetor = . .
0.5165 0.1508 —0.39891 0.1508 + 0.39891 0
10.3264 0.6030 0.6030 0.7071

O auto-vetor associado ao auto-valor =1 é:

0.5606 (67)
0.5590
0.5165
0.3264

t

Que por sua vez, normalizado para a soma dos seus elementos ser igual a 1 ¢:

0.5606 0.2856 (68)
. 1 10.5590 0.2848

T 71962505165 | 0.2631
03264 | |0.1663

Os valores em (68) correspondem para os mesmos valores encontrados em (40) e
(47).

Considerando a Matriz de Transi¢ao da Cadeia de Markov Nao Irredutivel e Nao
Ergodica dada em (51), o problema de auto-valor fica:

1 0 03 1 0 0\[=,] [0 (69)
01 02|-AJ0 1 1||{m, |=|0
0 0 05 0 0 1})|m, 0
A solugao é:
1 0 O (70)
AutoValor=|0 1 0
0 0 05
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1 0 —-0.4867 (71)
AutoVetor=|0 1 -0.3244
0 0 0.8111

Neste caso, existe 2 auto-valores iguais a 1, devido a existéncia de dois conjuntos
fechados minimos (2 estados absorventes), € ndao apenas um auto-valor igual a 1. Neste
t ~ . .
caso, o vetor T nao pode ser unicamente determinado (como em (55) e (57)).

2.5 Custo Médio Esperado por Unidade de Tempo

Na secdo anterior, abordou-se o caso em que os estados sdo ergddicos (recorrentes e
aperiodicos). Se a condi¢do de aperiodicidade € relaxada, entdo o limite lim pi(j“) pode nao
n—oo

existir.

Exemplo: a seguinte matriz de transi¢dao P

Estado 0 1
P 0 |:O 1:| (72)
1 1 0

Se o processo comeca no estado 0 no tempo 0, o processo retornara ao estado 0 nos
tempos 2, 4, 6,... ¢ entrard no estado 1 nos tempos 1, 3, 5,... Portanto, lim pfi“) nao existe.
n—oo

No entanto, o seguinte limite sempre ird existir para uma Cadeia de Markov Irredutivel
(estado finito):

lim(lprjk)] =n,V i

n—»oo n k=1

(73)

A expressao 73 (ndo confundir a expressdo 73 com lim pi(i“)) ¢ de suma importancia
n—oo0

para calcular o Custo Médio a Longo Periodo por Unidade de Tempo associado a
Cadeia de Markov.

Supondo que um custo seja determinado apenas em funcdo do estado da Cadeia de
Markov, ou seja, C(X;) ¢ a fun¢do de custo. Nota-se que esta funcdo ¢ uma varidvel
randomica que assume os valores C(0), C(1),..., C(M), onde E = [0, 1,..., M] é o espaco de
estados do processo e que C(e) ¢, portanto, independente de t. O custo médio esperado para
os n primeiros periodos ¢ dado por:

C= E[l > (X, )} (74)

n t=1

Através de (73), pode-se demonstrar que o Custo Médio por Unidade de Tempo
associado a Cadeia de Markov ¢ dado por:
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. 1 n M . 75
lim E[—ZC(Xt)}: Y 7;C(j) (75)
n—o | 0=l =0
Exemplo: a funcao de custo para o exemplo do estoque da loja de cameras ¢ dada por:

0 se X,=0
= 76
C(Xt): ; se Xt_l (76)
se X, =2
18 se X, =3
Aplicando os valores de (76) em (75), fica:
(77)

lim E[l Y (X, )} =0.286(0)+0.285(2)+0.263(8)+0.166(18) = 5.662

n—o0 n (=1

O valor da expressao (77) € o custo médio esperado do estoque por semana. Outro
resultado interessante € obtido para a seguinte fun¢ao de custo:

C(Xt):{l se X, =_]: (78)
0 se X, #]

Aplicando os valores de (78) em (75), o resultado sdo os proprios m;. Com isso, 0s
valores de m; podem ser interpretados com a fra¢do do tempo em que o processo esta no
estado j.

A tabela 4 mostra um resumo das condi¢des para obter 7 em fun¢do da

classificacdo da cadeia.
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Tabela 4 - Condiges para T~ em fungio da classificagdo da cadeia.

Ergodica

Niao ergodica

todos os estados sdo recorrentes e
aperiddicos

existe a0 menos um estado
transiente

existe a0 menos um estado
periddico

Irredutivel n” independe de n’ | aexisténciadeaomenosum | n” independe de
todos os estados sdo i () _ . estado transiente implica em ¢ lim p®
comunicantes im pi"=m;, Vi haver estados que ndo sdo s P
Exemplo: comunicantes. Portanto, ndo | 1 ¢ obtido através de:
0.080 0.184 0368 0.368 existe cadeia irredutivel |
_|0632 0368 0 0 com um ou mais estados lim(Zpi(jk)]:nj,v i
0.264 0368 0368 0 transientes. now\ 1
0.080 0.184 0368 0.368 Exemplo:
P{O 1}
7 =[0.286 0.285 0.263 0.166] 10
n*=[0.5 0.5] mas
¢ lim pg“)
n—o
Nao n” depende de m° Caso 1: n° depende de °
Irredutivel e lim pgj“) mas#m;, Vi n”  depende de n’ ¢ lim pi(j“)
a0 menos um estado N ' c lim p(_n) mas#m., Vi n—e ]
ndo ¢ comunicante com | Exemplo: now Y ) Exemplo:
ao menos algum outro 05 05 0 0 Exemplo: 01000
estado p_|05 05 0 0 05 05 0 0 0 00100
000505 0505 0 0 0 P=110000
0 0 0505 P=[02 02 02 02 02 00001
Cadeia  ergodica, mas 0 0 0 05 05 00010
estados 0 e 1 ndo sdo 0 0 0 05 05 Estados 0, 1 e 2 possuem

comunicantes com estados
2e3.

Estado 2 ¢ transiente e ndo é
comunicante com estados
0,1,3e4.

Caso2:
n” independe de n°
. (n) _ .
rlll_r)g pij =m;, Vi
Exemplo:

1 0o 0 O

po|05 0 05 0
"o 05 0 05

05 0 05 0
Estado 0 ndo é comunicante
com demais € estados 1, 2 e
3 sdo transientes.

periodo T=3 e estados 3 ¢ 4
possuem  periodo  T=2.
Estados 0, 1 e 2 ndo sdo
comunicantes com estados 3
e4.

2.6 Custo Médio Esperado por Unidade de Tempo para Func¢des de Custo Complexas

Na sec¢do anterior, tratou-se apenas com fungdes de custo dependentes do estado em
que o sistema se encontra no tempo t. Para fungdes de custo que dependem ndo sé do
estado do sistema, mas também de outra variavel randomica, faz necessario fazer algumas
ressalvas. Considerando que:

1) {X,} é uma Cadeia de Markov Irredutivel (estado-finito).
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2) Existe uma seqiiéncia de varidveis randdomicas {D,}, independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d) associada a {X,}.
3) Para cada m=0,+1,£2,... fixo ¢ ocorrido um custo C(X,D¢m) no tempo t, para t = 0,1,

2,...
4) A seqiiéncia Xy, Xi,. . ., X; precisa ser independente de Dyip,.

Se as quatro condi¢des dadas acima sdo satisfeitas, entdo:

im £ L $x,.D..0)| - L, (79)

1o | N = =0
onde:
K(j)=E[C(G).D ] (80)

K(j) ¢ o valor esperado condicional calculado de acordo com a distribuigao de
probabilidade das varidveis randomicas Dy, dado o estado j. Além disto:

hm[i 5C(X,.Dy )} )L (81)

n—ol N t=] _]:0
para essencialmente todos os caminhos do processo.

2.7 Tempos de Primeira Passagem

O Tempo de Primeira Passagem pode ser entendido como o tempo demandado para
0 processo atingir o estado j a partir do estado i. Quando j = i, o Tempo de Primeira
Passagem ¢ simplesmente o numero de passos (transigdes) para o processo retornar ao
estado inicial i. Neste caso, denomina-se Tempo de Recorréncia para o estado i.

Retomando o exemplo do estoque da loja de cameras, o estado do estoque para as
seis primeiras semanas €:

X0=3 X1=2 X2=1 X3=0 X4=3 X5=1

Neste caso, o Tempo de Primeira Passagem a partir do estado 3 para o estado 1 ¢ 2
semanas, o Tempo de Primeira Passagem a partir do estado 3 para o estado 0 ¢ 3 semanas e
o Tempo de Recorréncia para o estado 3 € 4 semanas.

Em geral, o Tempo de Primeira Passagem ¢ uma varidvel randomica cuja
distribui¢do de probabilidade associada depende das probabilidades de transi¢do do
processo.

Denominando fign) a probabilidade do Tempo de Primeira Passagem a partir do

estado i para o estado j ser n, pode-se escrever que:

£ =p) =p; (82)
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(83)

fiE'Z) = gjpikfng)
n n- 84
fiﬁ- ) = zPikflEj ) (84)

k#j

Assim, o Tempo de Primeira Passagem a partir do estado 1 para o estado j em n
passos pode ser computado recursivamente.

Exemplo: Probabilidade do Tempo de Primeira Passagem para o estoque da loja de cameras
a partir do estado 3 (estoque cheio) para o estado 0 (estoque vazio) ser n:

£ = pyy =0.080 (85)

£2) = po t D p oy, £ 4 p £ 1) = 0.184(0.632)+0.368(0.264)+ 0.368(0.080) = 0.243 (86)

Para dado i e j, tem-se que:

f“fl(n) <1 (87)

o . . . . . .
Se Zfig“) <1 implica que processo inicialmente no estado i, pode nunca alcangar o
n=l

estado j. Quando ifén) =1, fign) pode ser considerado como a distribuigao de probabilidade
n=1

para a variavel randomica Tempo de Primeira Passagem.
O Tempo de Primeira Passagem Esperado u; pode ser definido por:

o se ifign) <1 (88)
By = b
saf) se T =1
n=1 n=l1
Sempre quando St é“) =1, p; unicamente satisfaz a equagao:
n=l
Hi =1+ X pychy (89)
k#j

Exemplo: Tempo de Primeira Passagem Esperado para o estoque da loja de cAmeras a partir
do estado 3 (estoque cheio) para o estado 0 (estoque vazio):
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K30 =1+pailio + P32tz +P33M30 (90)
Koo =1+Pailyg +Pazlag +P23M30
Ko =1+Dy1kyo +P1alag +P13M30

Substituindo valores, fica:

Hao =1+0.184p1,0 +0.36841 +0.368115, oD
Hyo =1+0.368u,,

Resolvendo (91), fica:

Hio =1.58 semanas (92)
Hoo = 2.51semanas

H3o = 3.50 semanas

Assim, o tempo esperado para o estoque ficar vazio, a partir de estar cheio ¢ de 3.50
semanas.
Quando i =j, p; ¢ o Tempo de Recorréncia Esperado para o estado j. De posse

das probabilidades de estado estaveis m;, o Tempo Esperado de Recorréncia pode ser
calculado como:

93

M =i para j=0,1,...M ©3)
T

Exemplo: Tempo de Recorréncia Esperado para o estoque da loja de cameras.

1 94

Lo =— = 3.50semanas ©4)
Ty

1 95

u,, =— =3.51semanas ©3)
T

96

u,, =— = 3.80 semanas 6)
T,

7)

1
l,, =— = 6.02 semanas
Ty

Os estados em uma Cadeia de Markov podem ser classificados, de maneira analoga a
classificagdo na se¢do 2.3, em fun¢do do Tempo de Primeira Passagem, como:

» Um estado ¢ Transiente se Zf j(j“) <1, que implica que p;; =oo.
n=0
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» Um estado é Recorrente se Zf j(j“) =1.

n=0
» Um estado recorrente € Nulo se p; =0 e Nao-Nulo ou Positivo se pi; <.

» Um estado ¢ Ergédico se ¢ ndo-nulo e aperiodico.

Consideracdoes matematicas:

Uma analogia interessante que pode ser feita com a expressao (93) é:

L1 (98)
f

onde:
T ¢ periodo;
f ¢ freqiliéncia.

A interpretagdo da expressdo (93) como a expressdo (98) € possivel porque pj; € o
periodo (tempo) esperado de recorréncia. Com isso pode-se concluir que as probabilidades
de estados estaveis m; podem ser entendidas também como freqiiéncias dadas em
ciclos/unidade de tempo.

A unidade de tempo no caso de Cadeia de Markov em tempo discreto ¢ passo,
assim a freqiiéncia esperada de recorréncia dos estados ¢ dada em ciclos/passo.

Uma vez que o menor periodo de recorréncia para um estado ¢ 1 (devido a
consideragdo de tempo discreto), a maior freqiiéncia possivel é 1 ciclo/passo.

Exemplo: uma Cadeia de Markov originou o seguinte vetor de distribui¢do de
probabilidades a longo periodo:

n=[r, n m, w]=[05 03 02 0.0] (99)

m, possui uma freqiiéncia esperada de recorréncia igual a 0.5 ciclo/passo e
conseqiientemente, um periodo esperado de recorréncia 1, = 2 passos.

m, possui uma freqiiéncia esperada de recorréncia igual a 0.3 ciclo/passo e
conseqiientemente, um periodo esperado de recorréncia p,, = 3.3333... passos.

m, possui uma freqiiéncia esperada de recorréncia igual a 0.2 ciclo/passo e
conseqilientemente, um periodo esperado de recorréncia ,, = 5passos.

m, possui uma freqiiéncia esperada de recorréncia igual a 0.0 ciclo/passo e

conseqilientemente, um periodo esperado de recorréncia i,, = o0 passos.

Observagdo: a unidade Hertz (Hz) corresponde a ciclos/segundo, sendo adequado seu uso
apenas quando um passo na Cadeia de Markov corresponde a um segundo.
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2.8 Estados Absorventes

Como ja visto na se¢do 2.3.2, um estado k ¢ dito ser absorvente se a probabilidade
de transicdo pxx = 1. Desta maneira, uma vez que o processo visita o estado k, este ira
permanecer neste estado indefinidamente. Se k ¢ um estado absorvente e o processo inicia
no estado i, a probabilidade de sempre ir para o estado k ¢ denominada de probabilidade
de absorc¢ao para o estado k dado que o sistema iniciou no estado i, denotada por fi.

Quando ha dois ou mais estados absorventes em uma Cadeia de Markov, é dbvio
que o processo serd absorvido para um destes estados e, portanto, ¢ desejavel encontrar
estas probabilidades de absor¢ao.

Seja k um estado absorvente, entdo o conjunto de probabilidades de absorcdo fix
satisfaz o seguinte sistema de equagoes:

4 : (100)
f, :Z:pijfjk para 1=0,L...M
j=0
sujeito as condigdes:
iy =1 (101)
f, =0 sei¢éum estado recorrente e ik
Exemplo: Considere a seguinte matriz de transicao P:
Estado 0 1 2 3 4
0 1 0 0 0 0]
1% 0 ¥ o0 o0 (102)
— 2 l
P= 2 0 % o Y oo
3 2 |
0o 0 % o Y
4 0o o o o0 1|

A matriz de transi¢ao acima P ¢ um exemplo de matriz de transicdo de uma Cadeia
de Markov especifica denominada Random Walk (caminhada randomica). Este processo
estocastico possui a propriedade que o processo estando no estado i, na proxima transi¢ao o
processo estara em um dos dois estados imediatamente adjacentes ao estado i (com excegao
dos estados 0 e 4, obviamente).

Dada a matriz P acima, verifica-se facilmente que existem dois estados absorventes:
0 e 4. Os demais estados sdo todos transientes. Pode-se determinar, por exemplo, qual a
probabilidade de absor¢do para o estado 0 a partir do estado 2, denominada f5(? Para isto,
através da expressao (100), pode-se escrever que:

30 = Paofoo +Paifio +Paafag + P23tz +Paafso (103)
Através da expressao (101) verifica-se que foo = 1 e f40 = 0, uma vez que o estado 4

¢ um estado absorvente, que por sua vez € um caso especifico de estado recorrente. Devido
a estas verificacdes a expressao (103) degenera-se em:
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f30 = P20 +P2ifio + P2t + P23l (104)

Nota-se em (104) que se tem uma equagdo e trés incognitas (fio, f20, f30). Porém,
pode-se escrever o seguinte sistema:

10 =Piofoo +P11fio +P12f20 +P13f30 +P1afao (105)
f20 =p20foo +P21f10 +P2at20 T P23l30 + P2ufao
30 =P3ofoo +P31f10 +P32f20 +P33f30 +P3afa0

Atribuindo valores para foo = 1 € fs0 = 0, como em (104), o sistema fica:

1o =pio +P1ifio + P12fa0 +P13f30 (106)
f20 =P20 +P2ifi0 +P2afrg + P23t
f30 = P30 +P31f10 +P32f20 +P33f30

Tem-se entdo um sistema com trés equacdes e trés incognitas. Resolvendo este
sistema, obtém-se o valor de f,, :%, ou seja, a probabilidade do processo estagnar no
estado 0 a partir do estado 2. Conseqiientemente, a probabilidade do processo estagnar no

estado 4 a partir do estado 2 ¢é f,, :%. Tais probabilidades também podem ser verificadas

elevando a matriz P a valores de poténcia grandes (com um alto custo computacional).
10000 . . ~ .
Para este exemplo, calculou-se P e verificou-se, por inducio que P*) ¢&:

Estado 0 1 2 3 4

0 1 000 0]
LM 00 0 I (107)

(=) _ 4 1

p= = 2 Aoooé

3 8 7

$s 00 0 7

4 Lo 000 1|

Os valores nesta matriz indicam as probabilidades de absor¢do para os estados 0 e 4.
2.9 Cadeias de Markov em Tempo Continuo

Este item nao sera abordado nestas notas de aula.

FONTE: Hiller & Lieberman, CAP. 16
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Exercicios - Cadeias de Markov
qualquer erro, favor enviar e-mail para fernando.nogueira@ufjf.edu.br

1) A Distribui¢do de Poisson dada abaixo representa um processo estocastico?

p ()=t

2) Explique as equagdes de Chapman-Kolmogorov. Qual a sua importancia?

3) Explique porque T f ig“) pode ser <1 ? Qual a classificagdo do estado i se St i(i“) <1?
n=0 n=0

4) Seja P uma matriz de transi¢ao dada por:

03 0.2 05
P=0.1 08 0.1

06 0 04
Qual é p™) ?

5) A matriz de transicdo abaixo pertence a uma Cadeia de Markov que representa o
processo de um cliente que comprou uma das 4 marcas possiveis de cerveja (0, 1, 2, 3) no
instante n e ird comprar cada uma das marcas no instante n + 1 sob a condi¢do que
realmente em cada etapa de transi¢do ele ira comprar o produto.

0.8033 0 0.1844 0.0123
0.1412  0.7547 0 0.1041

0 0.2535 0.7397 0.0068
0.2080 0.1232 0 0.6688

a) O que significa P! 2 Qual o seu valor?

b) Quais as Probabilidades de Estado-Estdvel da Cadeia de Markov dada? Quais
interpretagdes sao possiveis sobre tais probabilidades?

6) Seja P uma matriz de transi¢cdo dada por:

05 05 O
P= 0 05 05
075 025 0

Calcule £13), g, € pp

7) Classifique os estados das Cadeias de Markov abaixo, de acordo com as suas respectivas
Matrizes de Transigao.
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a)

Estado 0 1 2

b)
Estado o 1 2 3 4 5
0 01212000
I/ 1/ 1
; OOOAAA
I/ 1/ 1
p_ OOOAAA
3 1 0 0 0 0 0
4 1 0 0 0 0 0
> 1 0o 0 0 0 0]
c)
Estado 01 2
0 01 0
P= 1 00 1
2 100

8) O setor de vendas de Whisky de uma loja vendeu 600.000 caixas no trimestre passado.
Existem no mercado as firmas X, Y, Z e Outras que venderam respectivamente 240.000,
180.000, 120.000 e 60.000 caixas. A empresa Z resolve langar uma nova marca de Whisky
com um prego aproximadamente igual ao dos concorrentes acompanhada de uma forte
divulgagdo que ira custar L milhdes de $ e que ird produzir a seguinte matriz de transi¢cdo
para um periodo de 3 meses.

Estado X Y Z Outras

X 0.7 0.1 0.1 0.1

P Y 0.1 0.8 0.05 0.05
Z 0.02 0.03 0.9 0.05

Outras 02 02 02 04

Se o aumento de 1% na participagdo no mercado representa um lucro liquido de k
milhdes de $ por periodo, qual deve ser o valor de k em fungdo de L para justificar esse
lancamento e divulgagdo se essa matriz de transicdo vale para um ano? Faga a analise
apenas para esses 4 periodos trimestrais.

9) Uma maquina de uma linha de produgao pode assumir os seguintes estados:
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Estado Condicao

0 operacdo normal (maxima producao)
operagdo com baixa perda de producao
opera¢ao com alta perda de producao
inoperante

W [—

Através de dados historicos, a matriz de transigdao (més a més) para esta maquina é:

Estado 0 1 2 3
7 1/ 1

0 1% & /6 /16

3/ 1/ 1
A
/1

oo L U

3 00 0 1

De acordo com o estado da maquina, algumas decisdes podem ser tomadas com
respectivos custos: Substituir a maquina por uma outra nova demanda 1 semana para ser
realizada esta operagdo e a produgdo ¢ perdida neste periodo a um custo de $2.000,00 e o
custo da maquina nova é $4.000,00. Quando a maquina opera no estado 1, ha um custo de
$1.000,00 e quando a maquina opera no estado 2, ha um custo de $3.000,00, ambos devido
a produgao de itens defeituosos. Realizar manuten¢ao na maquina nao ¢ viavel quando esta
se encontra no estado 3. A manuten¢do nao melhora em nada a capacidade de operacdo da
maquina quando esta se encontra nos estados 0 e 1. A manuten¢do da maquina faz com que
esta retorne ao estado 1, quando esta esta operando no estado 2 a um custo de $2.000,00 ¢ a
produgdo ¢ perdida por 1 semana. Nao ¢ permitido manter a maquina no estado 3.

Qual a politica 6tima de manutengdo desta maquina ? Utilize o método de
enumeragao exaustiva.

Obs: a resolugdo deste exercicio exige os conceitos tratados em Processos Markovianos de
Decisdo (ndo consta nestas notas de aula).

10) Formule o exercicio 9 como um problema de Programagao Linear
Respostas

1) Sim, porque Py(r) representa uma colecao de varidveis randomicas indexadas por um
parametro t, dentre outros.
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Processo de Poisson - Lambda =0 Processo de Poisson - Lambda =05

ocatrencia 0o tempo acorrencia 00 tempo

Processo de Poisson - Lambda =1 Processo de Poisson - Lambda =2

ocorencia U] tempo acarrencia 00 tempo

Processo de Poisson - Lambda =5 Processo de Poisson - Lambda = 10

acorrencia 00

ocatrencia 0o

tempao

2) De acordo com o texto.

3) Se existe a probabilidade do estado i nunca alcangar o estado j, entdo Y fig“) <1. Neste
n=0
caso, f ig“) nao pode ser tido como a distribui¢do de probabilidade para a variavel randomica

Tempo de Primeira Passagem. Se ifi(i“) <1o estado 1 ¢ transiente.
n=0

4) Uma vez que P ¢ uma matriz duplamente estocastica, entao:
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Iy
w- % Y
%KY

5.a) P3(11") =0.3057 ¢ a probabilidade de um consumidor sendo comprador da marca 3 ser

comprador da marca 1 apos 16 passos.

5.b) ©=[0.3398 0.3058 0.2407 0.1137]

7j ¢ a probabilidade de encontrar o processo no estado j a longo periodo.

Pode também ser interpretada como a fracdo do tempo em que o processo permanece no
estado j.

6) £13) =0.03515625

{Moz =1+pgoto2 +Po1ti2 j{uoz =1+0.5n0; +0.5u4, 3{%2 =4
Wia =14Dpjolgr +P1ik2 By =1+0.5u,, Hip =2

7.a) Todos estados Ergddicos

7.b) Todos os estados sdo recorrentes, periddicos (periodo m = 3) e nao-nulos.

7.c) Todos os estados sdo comunicantes e a cadeia ¢ irredutivel. Processo periédico com
periodo m = 3.

8)
(0) _| 240000 180000 120000 60000
600000 600000 600000 600000

}:[0.4 03 02 0.1]

) =20p =[0.334 0306 0255 0.105]

)= 70p =[0.2905 03069 0.2992 0.1034]
)= 7P =[02607 03042 03344 0.1007]
)= 7P =[02397 02996 03624 0.0983]

O aumento de vendas de Whisky da marca Z para estes 4 trimestres ¢é:

An,Y =0.255-0.2=0.055 = 5.5%

An,?) =0.2992-0.2 = 0.0992 = 9.92%
An,¥) 20334402 =0.1344 = 13.44%
An,Y =03624-02=0.1624 = 16.24%

0.055+0.0992+0.1344+0.1624 = 0.4510

Se 1% resulta em lucro por trimestre de k milhdes de $, entdo tem-se para o ano
todo um acréscimo no lucro de 45.1k milhdes de $.
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Conclusio

» Se45.1k-L>0
» Se45.1k-L<0

o lancamento deve ser feito.
o lancamento nao deve ser feito.

» Seds5.1k=L indiferenca
9)
Decisao Acdo Estado | Custo Esperado Custo Custo de Custo
S devido Producio | manutencio | perda da | total por
de itens com producio | semana
defeito
1 Nao fazer 0 0,00 0,00 0,00 0,00
nada 1 1.000,00 0,00 0,00 1.000,00
2 3.000,00 0,00 0,00 3.000,00
2 Manutengao 2 0,00 2.000,00 2.000,00 | 4.000,00
3 Substituir 1 0,00 4.000,00 2.000,00 6.000,00
2 0,00 4.000,00 2.000,00 6.000,00
3 0,00 4.000,00 2.000,00 6.000,00
Politica Descri¢ao Verbal do(R) | di(R) | d2(R) | d3(R)
R, substituir no estado 3 1 1 1 3
Ry, substituir no estado 3, manutengao no estado 2 1 1 2 3
R, substituir no estado 2 e 3 1 1 3 3
R4 substituir no estado 1,2 e 3 1 3 3 3
R,
Bstadko O 1 2 3
010 0% S Jie
SRR A
oo
3 1 0 0 0
Ry
Estado 0 1 2 3
0 10 7% e S
N (7
2 01 0 0
3 1 0 0 0
Re
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Estado 0 1 2 3
7/ 1 |
o |0 AIRATIY:
N A
2 1 0 0 0
3 1 0 0 0
Rq
Estado 0 1 2 3
010 7% e Jie
P 1 1 0 0 0
2 1 0 0 0
3 1 0 0 0
Decisiao Cix (em milhares de $)
Estado 1 2 3
0 0 - -
1 1 - 6
2 3 4 6
3 - - 6
Politica | Probabilidades de Estado-Estavel E[C] (em milhares de §)
(“0:7‘1»“2’“3
R, 2 7 2 2 1 25
= = —12(0)+7(1)+2(3)+2(6)[=—=$1.923,00
= £ 20)+70)+26)+ 26)]- 2
Ry 252 2 1 35
—[2(0)+15(1)+2(4)+2(6)] = == = $1.667,00
(2172121} 21[() (1)+2(4)2(6)] 21
R 1 1 19
N —[2(0)+7(1)+1(6)+1(6)| = —= = $1.727,00
(11 1’1’ 11} 11[()+()+()+()] 11
R4 7 1 1 96
- —[16(0)+14(6)+1(6)+1(6 )| = — = $3.000,00
3 ew%) 160} 14(6)+1(6)+1(6) -3

Com isso, a politica 6tima é Ry, que é: substituir no estado 3, manutengao no estado 2.

10)
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Minimize

Sujeito a:

16
Yik 20

Z=1.000y,, +6.000y,5 +3.000y,, +4.000y,, +6.000y ,; +6.000y 3

Yor+¥i+Yi3+¥a +¥m +Yas +¥s3 =1
You _(Y13 +¥o3 +Y33):O

7 3
YutYis—|[gYut-Yu+yn |=0

8 4

1 1 1
You+tYn+tY¥n—| —=YutgYu+toYa |=0

16 8 2

_L +l +l =0
Y3 Yoi 8}’11 2}’21
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