0.1 Inferéncia bayesiana aproximada em modelos gaussianos
latentes

Para ilustrar as principaiséihs da abordagem INLA para inégrcia bayesiana aproximada
em modelos gaussianos latentes, considere o seguinteanddigiay; 0 numero de casos de
uma doenca em unteai para um determinado gedo de tempo. Assuma que as contagens
yi sAo observages condicionalmente independentes com distrdmiRoisson, ou seja,

yi ~ P(exp(ni))

onden; denota o log-risco relativo paraadaeai. Podemos assumir que o log-risco relativo seja
decomposto como
n=pl+u+yv (1)

ondepu € o interceptoy € um componente espacialmente estruturagd@& em componentedo
estruturado.

Para priori temos as seguintes suposs;

1. u~N(0,1,) emgeralr, =0
2. v~ N(0, 1 Ky) ondeK, = |

3. u~ N(0, 1 Ky) ondeK, = n; parai = j, —1 parai ~ j e 0 caso conério.

Neste casos temos qe= (1y,T,)" denotam os pametros de pred® do modelo. A
posteriorié dada por

(. u,v, 6]y) O eXp(—%”uz) ¢ <—%ZV?> 0,7 exp (% (Ui — Uj)2>
¥
eXp(ZYi(IJJrUi+Vi)—eXp(u+Ui+Vi)> (0)

Parart(0) escolhemos priori'§(1,0.01) independentes. Note gue= (u,u",v")T) condi-
cionado emg € um CAMG. Aem disso, verifica-se qug depende da soma do&s$rcompo-
nentes de, devido a 1. Fazendo uma reparametréapara usan ao inves dev temos

Ny, 8, u ~N(ul+utl)



Com essa reparametrizagx = (u,gT,QT)T) e a posteriori pode ser escrita como

n (-1

nix 8y D1, exp(— 5xTx) exp(Zyim - exp(rm) @)

onde
TmU -+ NTy 1T —117
Q == Tvl TuKu + Tvl —Tvl
-1l -1yl Tl

Até aqui montamos a estrutura do modelo e escrevemos a posterijunta dex e 6 de
uma forma conveniente. Nesta matriz o termo espacialmesittat@adou tem uma restrigo
de soma 0, ou seja, i = 0. A proposta inicial para a inféncia atraés de MCMC seria usar
um algoritmoone-block e gerar umagroposal conjunta usando

Ty ~ d(Ty| Tu)
Ty ~ 01y |w)
X~ (X 8",y)
e aceitar/rejeitaf8”,x*) conjuntamente, dentro de um algoritmo do thdetropolis Hastings.

A abordagem INLA trabalha diferente sem usar algoritmo cheiEido. Basicamente dese-
jamos obter as distribuigs a posteriori, para 0 campo latextepara os paémetros de preG®
6. O INLA trabalha usando que as marginais a posteriori degage podem ser escritas como,

nixily) = / n(x|8.y) m(8ly)de

eyly) = [ mely)de |

O fato chave da abordagem INL&A construir aproximdies aninhadas para cada um dos
componentes.

(xly) = / 7(0.y) (8ly)d0

(6;ly) = / (Oly)do._,



O primeiro pass@ usar a seguinte identidade

nylx, ) m(x|8)(8) _ m(ylx, 8)(x|8)(6)
Y = ey D mxey) @)

O fato mais importante na equaxg a parte inferior da equag que tem a seguinte forma,
1+
m(x|6,y) O exp <—§>_< Qx+ Z logr(y; Im,Q))

O nlcleo da abordagem INLA& usar uma aproxima@ Gaussiana para a distribadg
m(x|6,0). Esta aproxima§o é denotada pori(x|6,0), e &€ obtida obtendo a moda e a cur-

vatura na moda de(x|8, 0).

Para um dadé sabemos construir uma aproxirdagaussiana para a distribaog(x| 6, 6).
Sendo assim, podemosada em 2 para aproximar(6|y). Note que a aproxima@p < é valida

em um ponto

oyl )m(x8)m(6)
YT T ey |

Sendo assim, basta avalﬁ@y) para uma grade dé que obteremos uma aproxingex
parar(8|y). No caso do exemplo tem@s= (1, Ty), portantorr(6]y) se@ bidimensional.
A T1(6ly) & usada para resolvegs problemas no processo de igfetia.
1. Integrar fora a incerteza com respeitd®@ aquando calculando a aproxin@g; para a
marginal posteriori do campo latervgx; |y).
2. E usada para calcular uma aproxiraa@ara a verossimilhanca marginal.
3. Finalmente para cafculo de marginais posteriori para os hipegaetrosit(6m|y)

Todos estes procedimentos envolvem integoagumerica sobre um dominio multidimen-
sional. Assim precisamos estar aptos a localizarea de mais alta densidade erfo|y) e
calcular a integral consistindo em uma gradelg®ntos. Feito isso somos capazes de calcular
Ti(Bly) e poséveis marginaist(6y|y). Agora falta construir uma aproximég parar(xi|y). A

estraégia gerak apresentada no seguinte algoritmo

1. Selecione um conjunto &= (84,...,6,)

2. Par&k =1 a&K faca



3. Calculert(8,|y)
4. Calculert(xi|8y,y) como uma fungo dex;

5. Fim para

6. Calculert(xily) = > TI(xi| By, Y) T(8y |y) &
Para este algoritmo funcionar precisamos saber de duascois

1. Como selecionar um conjunto (possivelmente pequeno)es® = (84,...,06,).
2. Como construir uma boa aproxingacparar(x; |6y, y)
O primeiro problema pode facilmente ser resolvido localizauma grade sobreaea de

mais alta densidade e calcuf@(8|y) em cada ponto desta grade. Em termos gerais imagine o
exemplo dado anteriorment#(68|y) & bidimensional, suponha que tenha a seguinte forma:
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Figura 1: llustra@o da explorago da marginal posteriori pata

O procedimento de explorag pode ser resumido como

1. Encontre seu ponto deaximo def*.

2. Na moda calcule a Hessiakh> 0. SejaX = H-1. Para facilitar a explor&p use
variaveis padronizadasao ines def. SejaX =VoV' a decomposio em autoval-
ores e autovetores dee definaf atraves dezcom

0(2)=0"+Vé''%



3. Explore a logt(8,y) usando a z-reparametrizag;
O proximo pass@ aproximar(x;|6,y). Existem tés propostas para esta aproxi@ag

* A aproxima@o Gaussianags(x|6,Y) ja explicada.
» A aproxima@o de Laplace.
« A aproxima@o de Laplace Simplificada.

Neste momento vou explicar a de Laplace por ser a mais acuradarma natural de
melhorar a aproximap Gaussiana calcular a aproximap de Laplace.

mi(y|6,x)1(X|8)11(6)
TG (X_i[%i, 6,Y)

TA(X[6,y) O 3)

X j=X";(x,0)

O problema com esta aproxin@mé queTisc precisa ser recalculada para cada valox de
6. Istoé muito caro computacionalmente. A primeira modiftaag ser feita consiste em evitar
0 passo de otimizé&p no @lculo defisg(x_i[xi, 8,Y) aproximando a configurag modal por

X5~ B (Xi[%) (4)

O lado direitoé calculado sob a densidade condicional derivada vindo daiam@o
gaussianais(x|8,y). A segunda mudanca materializa a seguinte iatuicSomente aqueles
que esho poximos dex; podem ter impacto na marginal de Se a deper&hcia entre; e x;
decai com o0 aumento da disicia entre e j, somente aqueleﬁs em uma redio de interesse
acerca de, R(0), determinam a marginal de.

A esperanca condicional em 4 implica que

B (XiX) — (8 xi— (6
8 aj(0) =ai(®) ai(6) ©)

para algun®;j(8) quandoj # i. Assim, um criério para construir o conjun® (8) &

R(8) = (j :1aij(@)] > 0.00)

O importanteé a economia computacional quando calculamos o denomiiad®r onde
agora & é necesaio fatorar uma matriz esparsa de din@mB (8) x R(6). A expresdo
3 simplificada como explicado acima, precisa ser calculada giferentes valores de para



Vi

encontrar a densidade. Para selecionar estes pontos,aseegia e a vaéncia da aproximap
gaussiana, e escolhemos diferentes valores para aseigrpadronizadas

9 X — ()
T T ae)

Para a escolha das abscissas recorre-se a quadratura deHeamste. Para representar a
densidadei a(x;|6,y), usa-se

TLA(Xi|0,y) ON(x; (8, 07(8)) x exp(cubic splingx;)) (6)

O spline @bicoé ajustado para a diferenca da log-densidade dexi|6,y) e Tis(x[8,Y)
nas abscissas selecionadas, aeatdensidadenormalizada usando integéacpor quadratura.



