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MODELIZACION DE SERIESTEMPORALESESTACIONARIAS
EN ESPACIO DE ESTADOS.

Resumen:

Este trabajo aborda el tratamiento de series temporales multiples a través de la
representacion en espacio de estados de procesos estocasticos. Aunque mucho menos
conocida y utilizada que la representacion VARMA y sus variantes, constituye una
alternativaequivalente que evitaalgunas delas difi cultades basi cas de dichamodelizaci on.
Con este enfoque, se desarrollan algoritmos novedosos en € campo de la Economia
Cuantitativa, basados en ladescomposicion en valoressingul ares, paraladeterminacion de
la dimensién del modelo o parala estimacion de sus parametros. Junto a éstos, se utilizan
otros algoritmos mas conocidos, como €l filtro de Kalman, originariamente disefiados para

procesos expresados en espacio de estados.

El trabgjo se centraraen el analisis de seriestemporal es estacionarias, paralas que
seexponen losdiversos enfoques existentesy sedesarrollaunapropuestade modelizacion.
Igualmente, se destacan las ventagjas que se presentan sobre los métodos clésicos para
procesos autorregresivos de medias mévilesy se esbozan |l as potencialidades de andlisisde

la representacion propuesta.



1.- Introduccioén.

Con € desarrollo del andlisis de series multiples se han puesto de manifiesto
deficiencias en lamodelizacion ARMA, tales como la gran necesidad de parametros para
capturar lasrelaciones entre las variables o ladificultad de identificar modelos, problemas
gue aln no se han resuelto de forma satisfactoria. Simultaneamente, y en el campo de la
ingenieria, la teoria de sistemas ha desarrollado diversos algoritmos que permiten
identificar y modelizar procesos estocasticos de forma distinta a como se viene haciendo
en Economia Cuantitativa. Estaformulacion de model os en espacio de estados para series
temporal esmilti ples no es desconocidaen Economia; sin embargo su utilizacion haestado
restringidaaobjetivosconcretostalescomo el calculo“facil” delafuncion deverosimilitud

o €l andlisis estructural.

Este paralelismo en el tratamiento de series temporal es ha propiciado la aparicion
de consideraciones y técnicas que, aungue desarrolladas en ambitos distintos, pueden
proporcionar resultados fructiferos en cualquiera de ellos. Este hecho se ha concretado en
la aparicion de diversos trabajos que pretenden salvar las diferencias metodoldgicas y
terminolégicas entre ambos campos, resatando la equivalencia basica de ambas
metodol ogias. Asi, obrascomo lasde Moore (1981), Otter (1985) o Aoki (1987, 1990) han
introducido en el campo econdmico conceptos y agoritmos relacionados con |os model os
en espacio de estados que no eran utilizados con anterioridad y que resuelven de forma
alternativa problemas basicos en €l andlisis de series. En algunos casos, estas soluciones
son equivalentes a las que se obtienen con € tratamiento cldsico mientras que en otros
presentan ventajas rel ativas; son estos Ultimos casos | os quejustifican un estudio detallado

de esta nueva metodologia.



Unade las diferencias fundamental es reside en lafase deidentificacion® donde se
han desarrollado algoritmos propios y relativamente desconocidos para la determinacion

del modelo generador de datos subyacente.

Como puede verse en, por gemplo, Hannan y Deistler (1988), todo proceso
estocasti co débil mente estacionario derango completoy con funcion dedens dad espectrd @Y(e")
sin ceros en la circunferencia unidad, tiene una realizacion innovacional en espacio de
estados:

X1 = FX,+Ge,
teZ

Yi=H+HX +g
donde p es @ vector de medias de la serie y € es e proceso innovaciona de Y, cuya
secuencia de matrices de impulso-respuesta es idéntica a la de coeficientes de la
descomposicién deWold de Y. Laestructura bésicadel model o supone laexistenciade un
vector de estado, X,, queactliaen cadainstante como estadisti co suficiente paraladinamica
del sistema. De esta forma, la mejor prediccidon del vector de observaciones para €l

siguiente instante del tiempo reviste laforma \?M“ =p+HX, .

Laecuacion detransicion del model o anterior representaaun proceso markoviano
de primer orden. La renovacion del vector de estado consta de dos componentes, la
evolucion propiade X, resumidaen lamatriz F, y lacorreccién producidapor lainnovacion
del proceso atravésdelamatriz G. De estaforma, se resume el comportamiento dinamico

en una ecuacion en diferencias de primer orden®.

Este representacion, sin embargo, no es unica. Si e determinante de la funcion de

densidad espectra no posee ceros en € intervalo [0,2w], cualquier representacion

! Enlaterminologia ARMA este término hace referencia ala determinacion de los 6rdenes del proceso,
mientras que en teoria de sistemas tiene una significacion mas amplia, englobando también ala estimacién
de las matrices del sistema.

2 Estasingularidad permite obviar |adeterminacion del nimero de retardos dela serie que pueden presentar
una correlacion significativa con el vaor actual: en cadainstante, €l vector de estado esta recogiendo toda
lainformacién relevante, por atrasada que ésta sea.



innovacional invariante de dimensién minima vendra dada por:
X.1 = F(OX +G(S¢,
Y, =H+HE X +g,

con F(S = FSL, H(9 = HS L, G(9 = Gy Se GI(n). Unaimplicacion fundamental de
este resultado es que todos los algoritmos que aseguren una representacion minimal en
espacio de estados para un proceso estocastico estan dando soluciones equivalentes®. A
pesar de esto, no todas | as soluciones son igual mente f&ciles de obtener, lo que justificala
existenciade varios métodos alternativos. Entre ellos, se ha popularizado €l basado en una
representacion “canonica’” del proceso en la metodologia VARMA. En este trabgjo se
pretenden desarrollar otros algoritmos originarios de lateoria de sistemas 'y que buscan €l
mismo fin. Asi, paralarepresentacion de procesos en espacio de estados se considerarade

un modelo innovacional de dimension p de laforma®:

X1 = FX+Ge
teZ (1)

Yy =Hu+HX +¢
llamada representacion innovacional yaque e, seinterpretacomo el error de prediccion a
un periodo de Y, dados los valores Y, paras <'t, por |o que son variables incorrel adas.

Ademasy por construccion, el vector de innovaciones g, no presenta autocorrelacion®,

Paraanalizar y estimar el model o dado en (1) se han propuesto diversos algoritmos
gue, aunque basados en unaidea comun, desarrollan de formadistintalaidentificacién de
las matrices del sistema, y que pueden consultarse en Vargas (1999). Para su exposicion,

el resto del trabajo se estructurara como sigue: en el epigrafe segundo se abordara la

% Estaequivalenciaconsiste en que es posible encontrar unamatriz no singular que rel acionaunas matrices
conatras, por lo quelas tinicas diferencias consisten en lautilizacion de bases distintasen €l espacio vectorial
de estados utilizadas para expresar €l sistema.

* Se supone, sin pérdidade generalidad, que laserie Y, esta centrada, por lo que no apareceradichamedia
en la formulacién del proceso. Ademés, como se destacard mas adelante, es usua reescalar la serie Y,
dividiendo cada componente por su desviacion tipica.

® Estaforma particular de la representacion en espacio de estados no supone ninguna restriccién, yaque
cualquier otra expresién puede convertirse facilmente a ésta (Hannan y Deistler, 1988).
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determinaciéon de la dimensién del sistema; e tercero recogerd los algoritmos de
estimacion de las matrices del modelo; la estimacidn del vector de estado sera el temadel
cuarto epigrafey en @ quinto se estudiaraladeterminacion de las condicionesiniciales del
filtrado y la prediccion de valores futuros. Por Ultimo, €l epigrafe seis resumira las

principales conclusiones.

2.- Determinacion dela dimension del sistema.

Unadelasaspectosfundamental esenlamodelizaci 6n de seriestemporal esconsiste
en la estimacion de la dimensién del modelo, decisiéon que condicionatodo el desarrollo
posterior. Esta etapa es exclusivade |os a goritmos desarrollados en teoria de sistemas, ya
gue los modelos en espacio de estados comunes en Economia Cuantitativa son
estructurales, es decir, suponen conocida la estructura dinamica del proceso generador de
los datos, limitandose a la estimacion de los pardmetros que rigen dicha estructura, como
ocurre en los trabgos de Harrison y Stevens (1976), Harvey (1981) o West y Harrison
(1989).

En el campo de los model os estéticos, trabajos como el de Bartlett (1939), Lawley
(1959) o Rao (1965, 1979), utilizan los coeficientes de correlacién candnica y su
distribucién estadistica para determinar € nimero de factores comunes en modelos
multidimensionales. La generalizacion a model os dindmicos se realiza en los trabajos de
Akaike (1974a, 1974b, 1975, 1976), donde introduce variabl es candnicas entre los val ores
pasadosy futurosdelas series paraconstruir model os en espacio de estados, |0 que permite
seguir utilizando las propiedades estadisticas de |0s coeficientes de correlacion candnica
Posteriormente, se han desarrollado otros a goritmos que, bien matizando el anterior, bien
basados en criterios de informacién, han ampliado el nimero de herramientas disponibles
para la identificacion del orden de un sistema. A pesar del gran trabajo, tedrico y de
simulacion, que se ha llevado a cabo en los Ultimos afios, no se ha presentado una clara
supremacia de ninguno de los métodos, debiendo recurrir frecuentemente ala utilizacion

conjunta de varios de ellos para minimizar los posibles errores de especificacion.






Para analizar més detalladamente estos algoritmos, considérense |os vectores de
valores futuros y pasados de la serie:
Y, = (Y Y LY )
- / / / / 2)
Yiq = (Y Yo Yis )
\
paral = 0, 1, 2, ... se denotan a las matrices de autocorrelacion, se puede expresar la
igualdad:

ysean Ry R lascorrespondientesmatricesdecorrelacion®. Sipor T, = E[Y,

+|

r, T, T, .

., |, T, T, .
H=E[Y, Y,,] = ’ 3
r, T, T, .

donde la matriz de autocorrelaciones H es de tipo Hankel por blogues, es decir, con los

elementos de | as contradiagonales igual es.

Por el teoremade Kronecker (Goluby Van Loan (1983)) ladimensién minimapara
el vector de estado coincide con € rango de la matriz H". Para determinar de forma
empiricael rango de estamatriz se puede utilizar |a descomposicién en valores singulares
(DVSapartir de este momento) propuesta por primeravez en € trabajo de Eckart y Y oung
(1936): dadalamatriz H es posible encontrar unadescomposicion delaforma H = UXV
donde U'U = VV’' =Idy X es una matriz diagona con elementos (llamados valores
singulares) no negativos y ordenados en forma decreciente. Por la estructura de estas
matrices, la dimensién de H coincide con el nimero de valores singulares no nulos. Para

evitar la utilizacion de matrices de orden infinito, se suelen truncar los vectores de datos,

® Hay que recordar que, al estar tipificadas todas las series, es equivalente hablar de correlacion y de
covarianza.

" Al mismo resultado se puede llegar considerando |a estructura candnica implicada por los indices de
Kronecker, ya que su suma coincide con e grado de McMillan y, por tanto, con la dimension minima del
vector de estado.



tanto futuros como pasados en laforma:
+ ! s/ /
Y, = (Yt,Yt+1,...,Yt+Nf_l)/
- / / /
Yo, = (Y, Yo ...,Yt_Np)/

que definen lamatriz®:

ry I, FNp
r, r, .. I\,

j-af ) H H H Zp (4)
FNf I‘Nf+1 FNp+Nf—1

de dimension (pN; x pN,), con las que se puede enunciar el siguiente teorema (Hannan y
Deistler, 1988):

Teorema: Un sistemaen espacio de estados (F, H, G) tiene dimension minima(n) si y solo

s rango(H) = n.

Fijando valores de N, y N; suficientemente grandes® y estimando la matriz “Hﬂf

T
mediante las matrices de autocorrelaciones muestrales T =T 1Y Y, Y, se puede
t=1

descomponer lamatriz ffrdjf - UEV'y utilizar como estimacion de su rango e niimero de

valores singulares de la matriz s gnificativamente positivos.

® Con esta estructura se estaria analizando larelacion lineal entre N, valores futuros (Y, Y,,;, ...YUfol) y

N, valores pasados (Y,_,,Y, . ...thNp). Generalmente, se consideran valoresiguales paraN; y N,

® Si fuesen inferiores ala verdadera dimension del sistema, serfaimposible determinarla correctamente.
Sinembargo, suele ser habitua el planteamiento contrario, esdecir, imponer queel rango “estimado” no sea
superior alosvalores elegidos (Aoki, 1987).



Paraesto, considerando losvectoresnormalizados d,” = le/sz yd_, = R_*%Ytjl,

la matriz de covarianza™® de estos nuevos vectores se puede expresar Como una version

reescaladadelamatriztipo Hankel “l?djf mediante E[d,,d, ;] = R[l/z.“lrdijf%/.Calculando

su descomposicion en valores singulares E[d,’,d, ;] = PT'Z’, enladiagonal delamatriz

I' aparecen los coeficientes de correlacion candnica ordenados de forma decreciente.
Ahora, se pueden definir las variables canonicasrotando | os vectores de datos mediante las

matrices de la descomposicién en valores singulares, obteniendo:

u =P’d’, y u,=2'd, 5)

gue son utilizados por Akaike como vectores de estado en su propuesta de modelizacion

en espacio de estados.

Dada la estructura de las matrices Py Z, la dimension de las variables candnicas
coincide con el rango delamatrizI’, esdecir, con el nUmero de coeficientes de correlacion
candnicano nulos, n. Asi pues, ladimension del modelo serdny no ladimensién de los
vectores de datos d.. En la préctica, la determinacion de cuantos coeficientes son positivos
puede ser unatareamuy dificil debido alavariabilidad muestral. Por ello, se han propuesto
varios enfoques para determinar ladimension del vector de estado. El primero consiste en
utilizar una aproximacion a la distribucion estadistica de los coeficientes de correlacion
canonica propuesta en Bartlett (1939), donde, bajo la hipbtesis nula de que solo hay n

coeficientes estrictamente positivos, se tiene que:

j>n+1

1
B, = {T_E[p(Np+Nf) + 1]} n H (1 _YJ'Z) - X(szf’”)(prfn) ©

donde N, es €l nimero de retardos considerados, N; es el horizonte de predicciony p esla

dimensién del proceso. De esta forma, podemos plantear contrastes de hipétesis

10 Debido alatipificacion hecha, esta matriz es, en realidad, |a de autocorrel aciones.
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secuencialmente para n = 1, 2, ... hasta que no se rechace la hip6tesis de nulidad del
estadistico en unvalor n" que se considerara como ladimension del modelo en espacio de
estados.

Posteriormente, en Lawley (1959) o en Glynny Muirhead (1978) se sugiere una
modificacion de (6) para mejorar la aproximacion, proponiendo la expresién conocida
como estadistico de Bartlett-Lawley:

L =-T- n——((N +N)p+1) + Zyl InTT (1-v)) = X(ypr) (oM, @)

j>n

que, en estudios de Montecarlo, se harevel ado més preciso que el originario de Bartlett™,

Otro enfoque para la determinacion de la dimension del modelo en espacio de
estados se basa en criterios de informacion. Particularmente, en el trabgjo de Gel’fand y
Yaglom (1959) se puede comprobar que la informacion mutua® entre las variables

canodnicas viene dada por la ecuacion:

I(u,u ) = -Indet(1d-T?) = -¥_ In(1-v?) ®)
i-1

Asi, basdndose en este igualdad, Desai y Pal (1983) proponen el cociente:
n
> In(1-v7)
i=1

- 9)
Y In(1-v7)
i-1

™ El uso de estas distribuciones asintéticas se ve limitado en la préctica por su sensibilidad al supuesto de
normalidad en el proceso. En Muirhead y Waternaux (1980) puede encontrarse una extension al caso de
distribuciones no normales.

2 La definicion de informacion mutua puede verse en Ibragimov y Rozanov (1978) o en Jewell y
Bloomfield (1983).
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como criterio paraelegir la dimension del modelo en espacio de estados™.

También basado en lafuncién de informacion mutua, Li y Xie (1996) desarrollan
un algoritmo, conocido como LIC y que, dado un conjunto de matrices de autocorrel acion
determina el modelo (originariamente autorregresivo) que minimizalainformacién entre
pasado y futuro®.

Otros criterios basados en la funcion de informacion de Kullback-L eibler son més
conocidosy utilizados, sobretodo en laestimacion del orden de un modelo autorregresivo.
Bésicamente centrados en laobtencién de unaaproximaci én aun estimador insesgado para
la esperanza de esta funcién de informacion, se desarrollan a partir del trabajo pionero de
Akaike (1973, 1974a, 1974b), donde se propone e conocido criterio AIC* basado en la
aproximacion delaanterior esperanzapor €l desarrollo de Taylor de primer orden (Akaike,
1973; Linhart y Zucchini, 1986). Posteriormente se han sugerido modificaciones para
mejorar dichaaproximacion, como pueden ser criterios propuestos por Brockwell y Davis
(1991) o por Hurvich y Tsai (1989, 1993), o bien propuestas que basadas en ideas
semejantes han aportado criteriostales como e de Schwarz (1978) o el de Hannany Quinn
(1979).

3. Estimacién delasmatrices del sistema.
Tras la determinacién de la dimension del vector de estado es posible abordar 1a

estimacion de las matrices del sistema. En primer lugar, se va a exponer un algoritmo

basado en lateoriade sistemas y desarrollado originariamente en Aoki (1987, 1990). Para

3 Setrata de elegir |os estados suficientes como para preservar un porcentaje suficientemente alto de la
informacidn estadistica existente en los datos.

4 Esta funcién de informacion es un caso particular de la de informacion mutua.
> Akaike' s Information Criterion.
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ello, se parte del modelo innovacional dado por la ecuacion (1)

X1 = FX +Gg
Y, =HX +¢,

teZ
apartir del cual se pueden expresar las matrices de autocorrelacion como I', = HF 10
donde Q = E[XMYt/] sinmasque utilizar el modelo deformarecursiva. Si ahorasedefine

la matriz de observacion mediante O’ =(H/,FH’,...,(F)™H") y la matriz?

T - (QFQ,..F™Q), seobtienelaiguadad HM-01 .

Calculando la esperanza del valor futuro de la serie dados |os valores pasados, se
obtiene que E[Y, |Y. ;] = H R1Y,, donde R-= E[YtilYt:/l]. De esta forma, la

proyeccion ortogonal del vector devaloresfuturosen el espacio vectorial generado por Y,_;

se puede expresar mediante lamatriz de observacion como E[Y, | Y, ;] = OX.. De aqui

igualando términos, descomponiendo lamatriz “?Q: y simplificando, se obtienelaecuacién

de estimacion de los estados:

TRLY,, = X, (10)

Para estimar las matrices del sistema, definiendo lamatriz J/ = 0,..,0), se

(1 (pxp)’

pueden obtener |os resultados:

E[Y,| Y] = (@.1,..T ) =3H =HT. (12)

16 Y areexpresado sin lamedia.

¥ Enel desarrollo del algoritmo estamatriz jugardun papel parecido al delamatriz de control, semejanza
quejustificatodo €l algoritmo y que, como se comentara més adel ante, no estd exenta de problemas.

18 A partir de este momento se va aasumir que el nimero defilasy columnas en lamatriz de tipo Hankel
esigual, restriccion no necesaria pero que simplifica tanto la exposicion como los calcul os posteriores.
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2 E[Y,Y] - WY =HI = 0Q. (12)

3- E[Y,,| Y] =OFX =OFTR™
r, r, ..rI.;
., . . . f3 f4 Am+2 .
En estaexpresion, s sedefinelamatriz H' = seobtiene
m+1 Fm+2 F2m
la expresion:
H' = OFY (13)

De estas tres ecuaciones se pueden extraer las estimaciones de las matricesF, H y
Q de forma implicita. Para despejarlas se necesita invertir las matrices 0 y Y. Sin
embargo, éstas pueden no ser invertibles, por 1o que se han de utilizar matrices inversas

generaizadas (Golub y Van Loan, 1983). Como se sabe, lainversas generalizadas no son

unicas, por lo que se ha de hacer alguna eleccion. Aqui entraen juego la descomposicion

A A

en valores singulares de lamatriz H,™. Como H" = OT = UV, se pueden considerar

A

lasmatrices T~ = VE ™y O = £ U’ comoinversasgeneralizadas, |o que supone una

parametrizacion del vector de estado (Aoki y Havenner, 1992). Con ello, las estimaciones

paralas matrices del sistema adoptan laforma:

A

E-0HT A-#T -0 4-07( -1 1

donde ifrCl y ff{,l representan al primer bloque de pfilasy a primer bloque de p columnas

delamatriz K respectivamente.

Con estos resultados, sélo queda por estimar lamatriz G en el modelo (1), matriz

de filtrado que incorporalas innovaciones al vector de estado. Para €llo, basandose en los

14



trabajos de Vaughan (1970) y Laub (1983), se definen las matrices © = E[XtXt/] y

¥ = E[e, st/] y utilizando las ecuaciones del modelo podemos expresar |as igualdades:

-0 -FOF/+GYG’
- -T,-HOH’

-G¥Y -Q-FOH'

Uniendotodaslasecuacionesy sustituyendo lasdos Ultimasen laprimerase obtiene

la ecuacion de tipo Riccati dada por:

® =FOF'+(Q-FOH')(T,~-HOH')L(Q-FOH') (15)

que permite calcular estimaciones ©, ¥ y G condicionadas alas estimaciones anteriores

F,T,,QyH.
Paralaresolucién de laecuacion (15), siguiendo aAoki (1987), se definelamatriz
D =F’-H'T','Q’ y con ellalanuevamatriz:
D-H'T,'HD QT,'Q"  H'T,'HD*

S = (16)
-D'Qr,'Q/ D!

Su Sp
0°S,

Expresando esta matriz en su descomposicion de Schur Q/S*Q = (

donde cadasubmatriz S; es cuasitriangular superior y particionando lamatriz Q devectores

de Schur en formasimilar aS', se puede probar (Vaughan, 1970) que la matriz dada por

O - Qlel'll es solucion de la ecuacion de Riccati (15). Asi, con la estimacion de esta

matriz, se pueden obtener sucesivamente las estimaciones § y G, completando lafase de

estimacion del modelo.
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Este algoritmo, tal y como se presenta en Aoki (1987) o Aoki y Havenner (1992),
estainspirado en un método de representacion y simplificacion de model os en espacio de
estados para sistemas input-output lineales y deterministicos, desarrollado en teoria de
control en Popov (1969) o Rosenbrock (1970) y que puede encontrarse en trabajos como
los de Moore (1981) o Pernebo y Silverman (1982). Las ventgjas fundamentales de este
algoritmo se centran en | as propiedades de anidamiento y estabilidad. La primerade ellas
establece una relacion entre las estimaciones para model os equilibrados'® de diferentes
ordenes, pieza fundamental cuando se pretende una reduccion de ladimension del vector
de estado que conserve “en lamedida de lo posible” |as caracteristicas de la funcién de
transferencia del modelo. De hecho, s se particiona la matriz H = OY en la forma

Tl
0-[0, O], T~|
2

y denotamospor U,, X, y V, alasmatrices correspondientesalos

E 1
n, valores singulares mayores, es decir, O, = UIEf yY, = NEAVES por la ortogonalidad

delas matrices U y V se obtiene (Aoki, 1987):

~

1 1 1 »

1 ES! Y
o, 'HE Y, = 2, 2uU)[u, 22U, 22 F

[N

1
2

V,Z7 = [1, OJF

N,

0 =Fy (17)

1

Nl Pyl

m<\

[\

donde H" = OF Y eslamatriz obtenidacalculandolacovarianzaentre Y, e Y, ; lamatriz

F,, esel cuadrante superior izquierdo de lamatriz F y permanece invariante si n, aumenta.

11
También H = H'YT = H[V, 2,2 V,%,2] = [H, H,].

Esta propiedad de anidamiento garantiza que s se especifica un tamario para el
vector de estado inferior al correcto, las estimaciones de las matrices F, H y Q serian una

aproximacion de menor orden a las verdaderas matrices del sistema, proporcionando un

® | equilibrio del modelo viene garantizado por |a eleccion de matrices inversas hechaen (9).
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modelo “aproximado” pero con menor dimension que e verdadero. Por contra, s la
dimension del modelo estimado es superior a la correcta, se sabe que una parte de las
matrices del sistema es redundante, manteniéndose €l resto valida, por 1o que no es

necesario recalcularlas®.

Otra ventaja importante reside en la estabilidad de los submodelos. En Pernebo y
Silverman (1982) se puede ver que todos los submodelos equilibrados de uno
asintéticamente estable son, asi mismo, asintéticamente estables. Este hecho, junto ala
propiedad de anidamiento, facilita la obtencién y andlisis de submodelos, situacién de

interés cuando se buscala simplicidad en lainterpretacion de los datos.

Por otro lado, el desarrollo original utiliza la matriz de Hankel expresdndola en

términos de latripleta de matrices {F,H, G}, que describe a un sistema input-output. Sin
embargo €l presente agoritmo utiliza la tripleta {F,H,Q} que no siempre describe un
proceso estocastico. Para que asi sea se ha de cumplir una condicion adicional (Faurre et
al. 1979) que asegura que una tripleta como la utilizada describe a un proceso estocastico
S y solo si lainecuacion matricial:

II-FIIF' Q-FIIH’

(18)
Q' -HIF’ T,-HIIH'

se cumple a menos para una matriz semidefinida positiva II. Se puede probar que esta

condicion es equivalente aimponer lainecuacion (G’ 1d)¥ (G’ 1d) > 0 (Heij, Kloek y

Lucas, 1992). La no negatividad de la expresién anterior puede ser expresada también

utilizando la funcion de densidad espectral de un proceso como:

% Esta propiedad se debe a la introduccion de la condicidn de ortogonalidad en la estimacion de las
matricesy no en el vector de estado, en € que puede existir correlacion entre los componentes. Este hecho
diferenciael algoritmo del propuesto por Akaike (1975), donde las componentes del vector de estado si son
ortogonales pero pierde la propiedad de anidamiento en la estimacion de las matrices.
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2 = kZ I z"=T,+H(@d-F)'Q+Q(z 4d-F')H’

A su vez, ésta puede ser factorizada como S2) =G(2G'(zY) donde
G(2) = Z sz"‘ (Faurre et a. 1979). Esto significa en particular que se cumple la
k=0

inecuacion Se'®) > 0 para 6 € [0,27).

El cumplimiento de esta condicién de no negatividad no esta garantizado por €l
algoritmo de estimaci 6n propuesto, por que se pueden producir variosproblemas (ver Heij,
Kloek y Lucas (1992) para un andlisis detallado):

- Enprimer lugar, @ yacomentado delaposibleno correspondenciaentrelatripleta { F, H, Q }
Yy un proceso estocastico. En particular, se podria encontrar una estimacion F Cuyos
autovalores no fueran todos menores que la unidad, con la consiguiente pérdida de la

estabilidad del modelo. Por otro lado, en € desarrollo del algoritmo de estimacion se ha

utilizado implicitamente el hecho de que la matriz de observacion es de rango maximo,

requisito que no se garantizaen laestimacion o}

- En segundo lugar, en laresolucion algebraica de la ecuacion de Ricatti 1a matriz
propuesta (O = Q,, Qlll ) essolucion si y solo si los autovaloresde S son estrictamente
menores que la unidad. Este hecho estaria garantizado si se cumpliese la condicion de no
negatividad tratada anteriormente; en concreto, €l algoritmo de Vaughan (1970) falla sélo

s lamatriz S” tiene un autovalor de médulo la unidad®. En Hannan y Poskitt (1988)

puede verse que estas deficiencias de rango del espectro en e circulo unidad estan

2 En Heij, Kloek y Lucas (1992) se demuestraque si S’ tiene un autovalor en Z = e'® entonces e
espectro es singular en dicho punto.
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rel aci onadas con laexistenciade componentes deterministicas en €l proceso estocastico®.

Todo el proceso de estimacion consiste en la aproximacion de la matriz de
autocorrelaciones, H, por un modelo que recojala mayor parte del comportamiento dela
serie. Asi, se propone aproximar dicha matriz por otra resultante de eliminar en la
descomposicion en valores singulares aquéllos que no son significativamente distintos de
cero, de forma que la norma de la diferencia entre las dos matrices sea minima. Se sabe
(Golub y Van Loan, 1983) que para matrices estructuradas, €l error minimo es el primer
valor singular excluido. Sin embargo, esta aproximacion no tiene por qué mantener la
estructurade Hankel, por 1o que su interpretaci én como matriz de covarianzasentrevalores
pasados y futuros no esta del todo clara (Heij, Kloek y Lucas, 1992)®,

Por estos problemas, es necesaria la existencia de una fase de diagnostico del
model o estimado que asegure la correcta especificacion de éste. En caso de deficiencias,
las soluciones gue se han propuesto son meramente ad hoc. En este sentido, Vaccaro y
Vukina (1993) proponen una solucion basada en aproximar la secuencia de

autocorrel aciones {I‘k} de un modelo con deficiencias por otra {fk} gue produzca una

estimacion valida del proceso y tal que la matriz de inicial fo =I',@ Otra aternativa

propuesta en la literatura consiste en la no consideracion de model os con singularidades,
pasando a estimar otros modelos con distinto nimero de estados o de retardos (Dorfman

y Havenner, 1992).

2 |acontrapartidaen laformulacion ARMA seriaquesingularidadesen el circulo unidad son equivalentes
araices unitarias en la parte de medias mdviles, traduciéndose en la no invertibilidad del proceso.

% L aexistencia de una aproximacion optimaen el sentido de tener un error minimo esta demostrada en
Adamjan et al. (1971). Asi mismo, un algoritmo que produzca model os en espacio de estados €ficientes esta
desarrollado en Glover (1984), aunque tampoco preservala estructura de Hankel.

% Esta aproximacion esti basada en la deteccion de singularidades en la funcién de densidad espectral
origina mediante un rastreo en todas las posibles frecuencias. Una vez detectadas las frecuencias
conflictivas, se propone unapequefiaalteracion que hagaposibleladensidad espectral en esafrecuencia. Por
ello, la labor computacional puede ser inmensa, ya que supone una evaluacion del espectro en todo el
intervalo [0, ).
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Un desarrollo algo diferente que no precisa de la resolucién de la ecuacion de
Ricatti puede encontrarse en trabajos como Ostermark y Aoki (1992) u Ostermark (1997).
En ellos, partiendo delaecuacion (10) y delaestimacién delamatriz H en (14), esposible
obtener unaestimacion del vector deestadoy delasinnovacionesmediantelasexpresiones:

)zt -TR _1Yti1
(14-1)

Sustituyendo la estimacion del vector de estado en la ecuacion de transicion,

multiplicando por la derecha por )Zt/ y tomando esperanzas, se obtiene la expresion:

E[% %] . = FE[XX/] (142

gue, despejando, proporciona la estimacion de lamatriz F.

Por ultimo, despejando en la ecuacion de transicidn, postmultiplicando por ét/ y

tomando esperanzas se llega ala ecuacion:
E[()Zt+l E FA)ZT)é[’} = = GE{étét/] (14-3)

de donde se obtiene la estimacion de lamatriz G que completalafase de estimacion delas

matrices del modelo.

Otrosautores, basdndose en € algoritmo expuesto, han introducido modificaciones
para facilitar la labor de estimacion conservando las propiedades de anidamiento y
estabilidad. Asi, los trabgjos de Mittnik (1989) y de Otter (1989) han desarrollado un
planteamiento de estimacion que, conservando la esencia del de Aoki, presenta ventagjas
computacionales. Basicamente, dada una muestra de N realizaciones de un proceso

estocastico de orden p débilmente estacionario, se busca construir un modelo innovacional
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en espacio de estados linea e invariante de laforma dada por (1):

X1 = FX +Gg
Y, =HX +¢,

teZ

gue aproximelasecuenciamuestral observada. Paraencontrar estimacionesdelas matrices
F, Hy G seconsideraque € proceso Y, esta generado por un proceso autorregresivo de la

forma®:

Y =Z MY,  +€ (19)

donde ¢, es un ruido blanco de medianulay varianza E (e, St/ ) = 6,%. Dadalamuestrase
pueden estimar las matrices de coeficientes por minimos cuadrados através de laecuacion

0 = (X'X)IX'Y donde ® =[M, M,.. M1, Y =[Y,; Yep Yo'y

Yo Y o Yy
Yier Yo o Yo - e
X' = , conk > p para permitir la correctaidentificacion del modelo.
I Y. Y, ' YN—k_

Para obtener |a representacion dada en (1), se plantea un sistema intermedio dado por:

Xa = AX+GY,

(20)
Y, =HX +¢,

dondelarelacion entrelasmatricesdinamicasFy A vienedadapor F=A + GH. Laventga
de considerar valores retrasados de Y como inputs en la ecuacién de transicion permite

interpretar |os coeficientes autorregresivos M; como parametros de impul so respuesta de

(20), dados por M, = HA'1G parai = 1, 2, ... con lo que se puede construir la matriz

% Enlapréctica, bastacon que se puedaaproximar razonablemente bien por dicho proceso autorregresivo.
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estimada:

Ml Mz ' Mk

. M, M, -~ 0

j_[k: 2 V3 (21)
M, O 0

gue es de tipo Hankel por blogues. A partir de aqui, este algoritmo sigue un proceso

analogo a anterior. Especificamente, esta matriz puede ser factorizada através de:

7 -6R @)

donde O, =[C' (CF) .. (CF*%)] y R =[G FG..F¥!G]; utlizando la

descomposicién en valores singulares para estimar lafactorizacién (22) se puede expresar

laigualdad K, = O,R = UQV’ donde U'U =V'V = 1d y lamatriz Q contiene en su
diagonal los valores singulares de lamatriz “F[k ordenados de formadecreciente. A partir

de estaigualdad se pueden obtener |as estimaciones®:

6,-UQ" ; R = Q"V’ (23)
gue proporciona un modelo internamente equilibrado. En € caso no estocastico, lamatriz
Q adoptarialaforma Q = diag(q,, g,,....d,, 0....,0)Siendo n ladimension del sistema; sin
embargo, ante lapresenciade perturbaciones al eatorias ocurre que g, >0 en todaladiagonal
delamatriz Q, dificultando laidentificacion de n. En este caso, |as técnicas de reduccion
de dimensién ya comentadas o las expuestas en Holt y Antill (1977) u Otter (1985)

permiten

% Egtaidea, ademéas de en Aoki (1987, 1990) puede encontrarse en los trabajos de Kung (1978), Moore
(1981), Pernebo y Silverman (1982) o Zeiger y McEwen (1974).
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separar el model o en dos subsistemas, uno llamado “ dominante” y otro “ débil” delaforma:

Xl,t+1 All A12 Xl,t Gl
= + St
x2,t+1 AZl A22 XZ,t GZ
(24)
Xl,t
Y, =[H, H,] +e,
2,t

donde el subsistema débil (A,,, G,, H,)contribuye poco alarespuesta del sistemay se
puede atribuir a la presencia de perturbaciones aleatorias. Por contra, e subsistema
dominante (A, ,, G,, H,)asociado conlosnvaloressingularesmayores puede considerarse

como una aproximacion vélida al proceso generador de datos. La matriz de Hankel

correspondiente al subsistema dominante, que denotaremos por H, se obtiene eliminando
los pk - n valores singulares inferiores de la matriz O asi como las correspondientes

columnas de las matrices U y V. Asi, denotando por O, U y V a las matrices

modificadas, se puede expresar la igualdad® H = UOV' que proporcionaria las

estimaciones:

(25)

Deestaforma, utilizando las definiciones delas matrices O y R, una estimacion de

lamatriz H de (20) viene dada por las primeras p filasde 0 y laestimacion de lamatriz G
atravésdelasprimerasp columnasde R. Ahora, unaestimacion delamatriz A viene dada

atravésdelaecuacion A = Q “U'H.VQ ” donde H; = L ", . Con este resultado, la

A+GH.

estimacion de lamatriz dindmica del sistema original (1) es F

27 Estamatriz H no esunamatriz tipo Hankel, por lo que su utilizacion como matriz de autocorrel aciones

no estaclara. Sin embargo, | as discrepancias son minimas, por o que en lapractica se suele usar paraestimar
las matrices del sistema.
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Como se puede observar, este método de estimacion proporcionadirectamente una
estimacion de lamatriz de filtrado G, sin necesidad de resolver la ecuacion de Riccati que
aparece en e método de estimacion de Aoki. Este hecho, unido a la propiedad de

anidamiento de las estimaciones facilita la labor de aproximacion por modelos de orden
inferior. Especificamente, si tenemos una estimacion del modelo (20) dadapor (A, G, H)
y se considera un sistema de dimensién n, < n, la estimacion de tal subsistema se obtiene
eliminando las correspondientes filas y columnas de las matrices (A, G, H) sin més

necesidad de célculos adicionales. Parael sistema original (1) como setiene:

A

Fiu Fi B A +GH Ap+GH,
For Fa| [AntGHy Ay+GH,
se cumple que una aproximaciéon de dimension inferior al sistema se obtiene también

eliminando las filas y columnas adecuadas de |as estimaciones (F, G, H), por lo que la

propiedad de anidamiento se traspasa del sistema (20) a (1) original®®.

Un planteamiento semejante al expuesto pero partiendo de una representacién de
(1) como convolucion del input y output de la forma Y, = ¥(L)e, +9d, = Z P, +0,
i=1
puede encontrarse en €l trabgjo de Otter y Van Dal (1989). |

También basado en larepresentacion (1) paraprocesos estocasticos, en lostrabajos
de Young et al. (1989) se desarrolla un algoritmo de estimacion de matrices denominado
descomposicion espectral secuencial® y donde se explotan | as propiedades espectralesdel
algoritmo de Kaman junto a una primera aproximacion a estimaciones maximo

verosimiles.

% A cambio de estafacilidad se pierde la propiedad de equilibrio para el sistema (1), ya que este método
de estimacion parte de una realizacién internamente equilibrada para la representacién (19), propiedad que
no se trasmite a modelo innovacional.

% También conocido como SSD, del inglés Sequentia Spectral Decomposition.
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Por ultimo, dado € modelo de partiday desde un punto de vista tedrico, quizés €l
enfogque mas obvio parala estimacion de las matrices sea el de maxima verosimilitud. Si
las perturbaciones en el modelo (1) se consideran normales, lafuncién de verosimilitud de
las observaciones puede ser obtenida a partir de la descomposicion en error de prediccion
del filtrado de Kalman (Schweppe, 1965). Asi, en teoria, es posible maximizar esta
verosimilitud respecto al os parametros desconocidos utilizando algin algoritmo numérico
de optimizacién. Sin embargo, como puede verse en €l trabajo de Harvey y Peters (1984),
los resultados de | os trabaj os reali zados sobre este temaindican que se trata de un método

singularmente compl€jo, incluso en los model os més simples®.

Hasta este momento, se esta considerando un sistema donde todas las series son
enddgenas. Sinembargo, laexistenciadeinformaci dn exdgenapuede ayudar acomprender
laevolucion de estas variables enddgenas, por o que resultainteresante su inclusién en el
modelo en espacio de estados. Asi, se puede reformular el sistema (1) introduciendo €l
proceso exdgeno Z,, de dimension k, quedando la expresion:

X..1 = FX +DZ+Ge,

Y, - HX +CZ +¢, teZ (26)
gue constituye el modelo basico en espacio de estados para un proceso con variables
exogenas. Como la determinacion del nimero de estados necesarios para describir €l
proceso es equivalente al modelo sin informacion exdgena, la Unica diferencia se produce
en la estimacion de las matrices del modelo (26). Aunque de naturaleza similar, €l
algoritmo de estimacién ha de recoger, por un lado, la estimacion de las nuevas matrices
CyD,y, por otro, lainterrelacion entre los tres procesos. Por su similitud, se va a exponer
de forma esquematica el planteamiento de la fase de estimacién siguiendo €l esquema de
Ostermark (1997).

% Estacircunstanciahaoriginado que en lainmensamayoriade | os trabaj os tedricos sobre lamodelizacion
en espacio de estados el tema de la estimacion se asumaresuelto por maximaverosimilitud, sin entrar enla
complgjidad numeéricaque estasolucién conlleva, limitandose alaexposicion del filtrado de Kalman. Como
consecuencia, tampoco se ha prestado suficiente atencion alos algoritmos de estimacion que, desarrollados
en teoriade control, suponen alternativas paralaestimacion por maximaverosimilitud, manteniéndolos casi
desconocidos en € campo de la Economia Cuantitativa.
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En primer lugar, para construir las matrices de tipo Hankel, es preciso ordenar los
vectores de datos conforme a

/

+ / /
Y= (Y Y Y 1)

- / / /
Yia = (W Yo Y )

Zy = (a0 )

y construir las matrices:
Ql = E[Zthil] H-= E[Yt+’Yti1]
i]rCZ = E[Yt+’zti1] R = E[Yt_’Yt_ ]
Y =E[Y 12 4] Z= E[Zt’ztil]
7' = Z/(zz/)—l
Con éstas ya se puede estimar larelacién entre € output y |os vectores de estado y

exogeno, estimando las matrices Cy H. Paraello, se construye la matriz auxiliar:

OY = (H-H,z'Q,) (I-RYZ" Q)™

donde Oy Y son las matrices de observabilidad y controlabilidad respectivamente. Asi, a

través de su descomposicion en valores singulares OT = UX V' se puede asignar:

NI

O=UX

; @7

Y - 32V
Construyendo ahoralamatriz Q, = (H,-OY RYY)Z/(zZ')? esposibleestimar

las matrices C y H através de las expresiones.

C - [l(Pxp)’O"'O]Ql 28)
i

~[1ry0+-0]O

(nxn)’
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Parala obtencion de las tres matrices de la ecuacion de transicion, recordando la
expresion de los estados dada en (10), se puede construir la variable instrumental ¢V
>§ = YR:lYtﬁl y, utilizando la ecuacion de observacion ya estimada, obtener una
estimacion del proceso residua E, =Y,-HX -CZ, . Con esta expresion del vector

instrumental de estado, la ecuacion de transicién adoptara la

forma X, =FX +DZ+Ge, .

Esta ecuacion puede ser utilizada para obtener un sistema de ecuaciones lineales

postmultiplicando por X,y por Z y tomando esperanzas:

.. =FE[X X] + DE[ZX]

v / / (29)
..=FE[X Z/] + DE[Z,Z/]

E[X., X/]
E[X., Z]

de donde se puede extraer la estimacion:

o HEIX XY EXRZI|
[F.D] = |E[X. X1, E[X., Z] ., / (30)
E[ZX] E[zZ]

Por Gltimo, lamatriz G puede ser hallada a través de la expresion®?:

G-E|(X, FX -Dz)E/|e g’ (31)
concluyendo la fase de estimacién de las matrices del sistema.

4. Estimacion del vector de estado: filtrado y alisado del sistema.

3 Y aque esta variable se utilizara solo paralaidentificacion de las matrices. Como se vera mas adelante,
se pueden hallar los estados del sistema de forma més eficiente.

%2 Ver, por gjemplo, Ostermark y Aoki (1992) u Ostermark (1997).
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Tras la determinacion del orden y de las matrices del sistema (1) solo queda la
generacion de la serie de valores del vector de estado, necesarios para la simulacién y

prediccion con € modelo estimado.

En el casodel primer algoritmo propuesto (Aoki, 1987, 1990), laecuacién (10) dada

por TR1YY, , = X, proporcionaestimaciones parael vector de estado dependiendo delas

matrices T = (Q,FQ,..,FQ), R= E[Y,, Y, ;] yQ - E[X._,.Y,],yaesimadasenlafase

anterior. Como se puede observar, las dos primeras matrices tienen dimensiones que
dependen det, por |o que amedidaque avanzamostempora mentelanecesidad de cdlculos
aumenta enormemente, pudiendo llegar a hacer inviable € uso de esta ecuacion. Sin
embargo dada la primera observacién, Y, es posible utilizar (10) para estimar el primer

estado, X, sin grandes complejidades computacionales y, a partir de este, utilizar el

model o estimado paragenerar € resto delosvaloresdel vector de estado. Especificamente,

disponiendo del estado X, y delaobservacion Y,, se puede utilizar |aecuacion de medida
Y, =HX +g, para estimar la innovacion en e instante t, valor que sera utilizado
posteriormente en la ecuacion de transicion X, = FX +Ge, para generar el valor del

estado en €l instante siguiente. Se tiene asi un algoritmo recursivo que permite la
identificacion de vector X, junto alaserie deinnovaciones e, apartir delaespecificacion
del estadoinicial. Sinembargo, €l caracter de estimacion quetiene este Ultimo setransmite
atoda la serie de valores de estado y no existen herramientas que aseguren las buenas

propiedades estadisticas de |a serie asi estimada.

Este mismo problema se presenta en |os otros al goritmos de estimacion, ya que se
siguen utilizando las ecuaciones (1) para construir la serie de valores de estado a partir de

uno inicia, diferencidndose exclusivamente en la determinacién de este dltimo.

Asi pues, €l problema consiste en encontrar un método para la construccion de la

mejor estimacion del estado X, dadaslasobservaciones Y, 1 <s<t+n.Elagoritmoque
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resuelve este problema es el conocido filtro de Kalman (Kalman, 1960; Kalman y Bucy,
1961).

El filtro de Kalman es una herramienta muy poderosa en el andlisis de datos y
suscitd desde su aparicion un gran interés, enfocando la atencién de los estadisticos y
econometras en |a representacion en espacio de estados de procesos estocésticos™. Este
puede concebirse como un algoritmo de ortogonalizacion de Gram-Schimdt dela serie del
output en el espacio generado por el vector de estado, generando asi |as innovaciones del
modelo. Como método de estimacion, dada la estructura en espacio de estados que se
adopta para modelizar el proceso, en un instante del tiempo se tienen dos posibles
estimaciones paradl vector de estado: por unaparte, lasuministradaatravés delaecuacion
de transicion del modelo, que indica cdmo se genera el valor del estado para el instante
inmediatamente siguiente en funcién delainformacion actual disponible (tanto en €l estado
como en lainnovacién); por otra, la suministrada a través de la ecuacion de observacion,
donde se introduce la innovacién contemporanea al vector que se estima. El estimador de
Kaman, se obtiene como una combinacion lineal de ambas estimaci onesimponiendo que
seainsesgado y de varianzaminima, condiciones que determinan las dosfunciones de peso
de la combinacion lineal. Ademés, s se impone que el vector de estado inicial sea
gaussiano, se puede probar que el estimador de Kalman coincide con e de minimos
cuadradoslineales. Entrelasventajas que presentael filtrado de Ka man pueden destacarse
dos fundamentales: por un lado, € algoritmo no se restringe a procesos estacionarios sino
gue permite la no estacionariedad siempre que el proceso sea estable; por otro lado, se
presentaun método recursivo que permite el calculo entiempo real delasestimaciones. Por

contra, este algoritmo esta restringido a procesos con funcion de transferencia racional 2.

Dada la gran bibliografia sobre el tema, en este trabajo no se andizara

* De hecho, la importancia de este algoritmo ha ocasionado que dicha representacion sea estudiada
exclusivamente parala aplicacion de este algoritmo.

3 Estarestriccion supone sdlo una pérdida de eficiencia de las estimaciones ya que se estén considerando

modelos en espacio de estados de dimension finita aunque sdlo sean como aproximacion a proceso
generador de datos, por |o que lafuncion de transferencia serd siempre racional.
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exhaustivamente € algoritmo, limitandose a una exposicion somera gque, sin embargo,
pongade manifiestolasimplicacionesparalaestimaci on de model os en espacio de estados.
Paraun andlisisdetall ado pueden consultarse las obras de Kalman (1960) y Kalmany Bucy
(1961) junto alas de Anderson y Moore (1979), Hannan y Deistler (1988), Meinhold y
Singpurwalla (1984) o Reinsel (1993).

El algoritmo parte del modelo (1) dado por:

X(t+1) = FX(t) +Ge(t)
Y(t) = HX(t) +e(t)

donde ¥ = E[e, ] © y la referencia temporal se introduce entre paréntesis por

comodidad. Se denotara por X(t | ) laestimacion del vector de estado en €l instantet dada

lainformacién recogida hasta el instante s. En estas condiciones, € filtrado de Kalman se

puede analizar en tres etapas.
a) Condicionesiniciales:

Vienen dadas por € valor del estado en un instante inicial )2(1|O) y su

correspondientevarianza P(1) = E[ X(1), X(1)'] . Estosval orestienen que ser determinados
con anterioridad a la utilizacion del algoritmo, 1o que ha originado una amplia literatura
sobre €l problemade inicializacion del filtrado, en particular, sobre laeleccion del estado

inicial, yaque lamatriz P(1) solo se interpreta como una medida de incertidumbre sobre
éste 9,

Parauninstantet cualquiera, se supone conocida unaestimacion inicial del vector

% Esta matriz esta estimada, bien a partir de la resolucién de la ecuacion de Ricatti (15), bien a partir de
la secuencia de innovaciones auxiliares dada en (14-3).

% Parano romper € hilo argumental de laexposicion, & andlisis del problemadeiniciaizacion del filtro
de Kalman se abordara en €l epigrafe siguiente.
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deestado X (t|t-1) juntoaunaprimeraestimaci6n desuvarianza P(t) =E[ X(t), X(t)'].Con
estas condiciones iniciales y la ecuacion de observacion del modelo se puede obtener la

matriz de covarianza del output del sistemaen €l instante actua através de:

B(t) = HPO)H '+ ¥ (32)

con lo que se resume toda lainformacion disponible antes de la obtencion del output Y (t).

b) Observacién y actualizacion de lainformacion:

En el instante en que setienelaobservacion delaserie Y (t), utilizando laecuacion
de observacion del sistema se puede obtener lainnovacion através de la diferencia entre
el output y e valor previsto para éste como:

E(t) = Y(t) -HX(t|t-1) (33)

Estainnovacion es utilizadajunto alaestimacion original del vector de estado para
actualizar ésta através de la ecuacion:

X (t[t)= X(t|t-1) + PE)H ' Z(t) E(t) (34)

con lo que se obtiene el estimador de Kalman para el estado en el instantett.

c¢) Prediccion del vector de estado:

Unavez analizadalainformacién disponibleen €l instante actual, seprediceel valor

del vector de estado para el instante siguiente a través de la ecuacion:

X(t+1[t) = FX(t[t-1) + K(t) E(t) (35)
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donde la matriz K(t) se conoce como matriz de ganancia de Kalman y responde a la

ecuacion:
K(t) =[FPH’+G¥]2(t) ! (36)

Esta matriz permite la consideracion de la innovacién E(t) parala prediccion del
vector de estado. Hay que destacar que en ladeterminaci 6n automaticadel vector de estado
expuestaal principio del epigrafe se utilizabalaecuacion detransicién del modelo (1), que
solo sediferenciadelaactual (35) enlamatriz G. Larigidez introducidaal ser estamatriz
constante en el modelo hace que se gane eficiencia con € filtrado de Kalman, ya que la

variabilidad de la matriz de ganancia permite un mejor gjuste a las observaciones.

Unavez obtenido el estimador de Ka man se puede actualizar lainformacion sobre

Su varianza através de la ecuacion:

P(t+1) = FP()F/+G¥ G’ -K(t) Z(t) K(t)’ (37)

con lo que se esta en condiciones de reiniciar € ciclo utilizando los resultados de las

ecuaciones (35) y (37) como condicionesiniciales para el instante t+1.

El conjunto de ecuaciones (32) - (37) forman el algoritmo de estimacion de Kalman
y su obtencién detallada puede consultarse en cual quiera de las referencias bibliograficas

citadas anteriormente.

Este algoritmo permite estimar e valor del vector de estado X(t) dada la
informacion disponible hasta ese momento en tiempo real y de forma recursiva. Si por
cualquier circunstancia no se dispone de laobservacion Y (t) se puede utilizar igualmente
el algoritmo pero considerando que lainnovacién E(t) es cero en la ecuacion (33). Esto

originaque laactualizacion del estimador de Kalman dada en (34) adopte la nuevaforma:

X (t|t)= X (t|t-1) (34 bis)
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y que la prediccién a instante siguiente venga dada por:
X(t+1]t) = FX(t|t-1) (35 bis)

permaneciendo idénticas el resto de las ecuaciones del filtrado de Kalman. Como era de
esperar, a fata de la informacion del output, el estimador de Kalman es e estimador

suministrado por la ecuacion de transicion del modelo en espacio de estados®”.

Durante el desarrollo anterior, se ha obtenido la estimacién )Z(t|t) apartir dela

informaci 6n disponible hasta ese momento, sin utilizar lainformacionde Y (s) paravalores
s> t. En el caso de utilizar toda la informacion disponible para estimar |os vectores de

estado el agoritmo de Kalman recibe el nombre de alisado. Asi, considerando que setiene
informacién para0 < t < sse obtienelaestimacion X(t| S) correspondiente al estado en €l

instante t através de la ecuacion (Hannan y Deistler, 1988):

X(t|s) = X(t|t) + A {X(t+1]9) - Xt+1t)} (38)

donde lamatriz A(t) ponderala ganancia de informacion y responde ala ecuacion

A(t) = {P(t)F /- P(t)H 'K(t)'}P(t+1)’ (39)

parat=s-1, s-2, ... Como se puede observar, | as estimaciones se van obteniendo en sentido
contrario alaevolucion temporal, empezando por |a tltima observacion y acabando por la
primera. De estaforma, son utilizadas todas | as observaci ones disponibles paraestimar los

vectores de estado en todos los instantes muestral es.

Otro aspecto fundamental del algoritmo defiltrado essu estabilidad numeérica, sobre

todo en laresolucion delaecuacion de Riccati (37) que actualizalavarianzadel estimador

%" Esta simple modificacién del agoritmo permite € tratamiento de series con algunas observaciones
omitidas. Si se supone normalidad en la innovacién, como el estimador de Kalman coincide con el de
minimos cuadrados ordinarios, el algoritmo actia como s la observacion Y (t) fuera sustituida por su
estimacion maximo verosimil, permitiendo una primera estimacion de valores perdidos.
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de Kaman®, Por este motivo se han sugerido otras aternativas més robustas
computacionalmente pararesolver esta ecuacion. Entre ellas cabe destacar varias areas de
trabgjo: por un lado, la utilizacion del lema de inversién de matrices para actualizar
P(t) tenlugar delavarianza, dando lugar al Ilamado filtro deinformacion. Otraalternativa
consiste en lautilizacion de algoritmos que actualizan laraiz cuadradade lamatriz P(t|t),
gue se han demostrado numéricamente mas establ es que |os basados en laresolucion dela
ecuacion de Riccati. Por dltimo, se han propuesto algoritmos basados en la actualizacion
del incremento de varianza A(t) = P(t+1) -P(t), denominados algoritmos de tipo
Chandrasekhar, que presentan menos necesidad de cal cul o cuando ladimensi én del modelo

es grande y ciertas ventajas numéricas™.

Otro fendmeno que af ecta seriamente a la aplicabilidad del filtrado esla conocida
como divergencia del filtro. En Sage y Melsa (1971) u Otter (1985) se puede ver que,
cuando el modelo estamal especificado, aunquelacovarianzadel error sea pequefia puede
ocurrir que €l error “actual” de estimacion no esté acotado. Este fenémeno, producido por
largpidatendenciade lamatriz de gananciaacero, se manifiestaen un distanciamiento (a
veces ciclico) entre las observaciones y las predicciones (en Sage y Melsa puede

encontrarse un interesante practico de este problema“?)

5. Determinacién de las condicionesiniciales del filtradoy prediccion.

Un aspecto importante del algoritmo defiltrado de Kalman esladeterminacion del

estado inicia y su varianza junto con la influencia que ésta pueda tener sobre aspectos

% |_aposible inestabilidad numérica en esta estimacion no estarelacionada con ladivergenciade filtro de
Kaman, fendmeno que se debe a una mala especificacion del modelo.

¥ Para un andlisis de todos estos tipos de algoritmos puede consultarse la obra de Anderson y Moore
(1979).

“0 El ejemplo se centra en |la especificacion de un paseo aeatorio sin deriva cuando € verdadero proceso
generador de datos posee deriva. Ante un g empl o de especificacion concreto puede ocurrir que laderivano
sea lo suficientemente importante para detectarla con los contrastes habituales, pero de bastante magnitud
como para producir la divergenciadel filtro.
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claves como la estabilidad o convergencia de las iteraciones. Sin embargo, cuando se
trabaja con procesos estacionarios, esta cuestion queda en segundo término en lamayoria

delas aplicaciones empiricas yaque suel e ser habitual considerar que )2(1\ 0) = Oy obtener

su varianza particularizando la ecuacion (37) alaexpresion:

P(1) - FP()F'+G¥G’

Esta préctica estd avalada por las propiedades de convergencia y estabilidad del
filtrado de Kalman. Especificamente, si |os procesos involucrados son estacionarios se
puede probar que cuandot convergeainfinito %(t) - X, K(t) - K, P(t) - 0 y E(t) converge
en media cuadratica a e(t) (ver, por giemplo, Hannan y Deistler, 1988). En particular,
sustituyendo la expresion de E(t) dada por la ecuacion (33) en la de prediccion del

estimador de Kalman (35), se obtiene que:

X(t+1[t) = (F - K@) H)X(t|t-1) + K (1) Y(t) (40)

donde por las propiedades de convergencia comentadas se tiene que:

(F-K@{®)H) - (F-KH) (41)

por lo quetodoslosautovaloresde (F -K(t)H) pasaran aestar dentro del circulo unidad
sy solo s es cierto para los autovalores de (F-KH) . Si ocurre esto se dice que la
ecuacion (40) es uniformemente asintéticamente estable (ver Jazwinski, 1970, para una
definicion formal) y, entre otras consecuencias, se deduce que cuaquier error en la
iniciacion del algoritmo asi como en las observaciones Y (t) presenta un efecto que decrece
geomeétricamente a cero, por lo que la condicion inicial no es excesivamente relevante en
e filtrado. De hecho, asumiendo unarepresentacion innovacional como ladada por (1) de
dimensiéon minima®) se puede demostrar (ver Hannan y Deistler, 1988) que

(F-KH) tiene todos sus autovalores inferiores en modulo a la unidad si y solo si

det{k(2)} = O para | z| < 1 donde k(z) = Id+Y_ HF!"1Gz! eslafuncion detransferencia
i1

41 Esdecir, con dimensién igua al grado de McMillan o, equivalentemente, controlable y observable.
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del modelo (1) “2.

Sin embargo, cuando la amplitud muestral no es grande, puede ocurrir gque la
consideracion de nulidad para € valor inicia del estado provoque un mal gjuste del
algoritmo de Kalman mientras que una buena especificacion mejore sensiblemente las
estimaciones sucesivas. Es en tales casos donde tiene interés € estudio de férmulas que
determinen el “mejor” valor inicial parael estado®. Igualmente, puede ser fructifero no
especificar un tnico valor parainiciar € filtrado; en muchas aplicaciones, entrelasque cabe
destacar los modelos econdmicos no estacionarios o los modelos estructurales, es mas
realista asumir que las condiciones iniciales son parcialmente difusas, por lo que se
introduce una perturbacion aleatoriaen €l estado inicial. Seoriginaasi e [lamado filtrado
difuso de Kalman (ver, por gemplo, Kohn y Ansey (1986, 1987, 1989) o Kitagawa y
Gersch (1984) para un andlisis detallado de este algoritmo). En la misma linea, se puede
considerar toda unadistribucion parael estado inicial (usualmente normal) que, unidaala
normalidad asumida para la innovacion, puede convertir el filtrado de Kalman en un
algoritmo deactualizacion delos momentosdeladistribucién, planteamiento adoptado, por
gemplo, en Fahrmeir y Tutz (1991) o desde un punto de vista bayesiano en Harrison y
Stevens (1976), West y Harrison (1989) o Vargasy Gamez (1995).

Otradternativa, adoptada en este trabgjo, utilizalafase de estimacion de matrices
descrita por los algoritmos anteriores para extraer ecuaciones que relacionan e estado
inicial conlasprimerasobservacionesdel sistema. Asi, enel algoritmo de Aoki, laecuacion
(10) particularizadaat = 1 proporcionarialarelacion TR 1Y(0)™ = X(1|0), que se puede
utilizar como inicializacion del filtrado de Kalman. Si se utiliza el algoritmo de Mittnik,

en el vector de estado inicial se recoge el efecto de las observaciones premuestrales Y (0),

t

[I(F-K@{H)

ji-1
geométricamenteincluso si det{k(z)} = O paraalgin z de médulo unidad.

42 Esta condicion se puede relajar ya que es posible que - 0 aunque no lo haga

4 Obviamente, €l criterio para elegir el puntoinicial del vector de estado es el de minimizar lanormade
lamatriz de varianza P(t) paralos sucesivos valores det.
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Y(-1), ... Y(1-m) “9. Si ahora se definen los vectores s, parak =1, 2, ..., m que recojan la

influenciadel estado inicial en Y (k), se puede expresar larelacion:

s =Y M, Y(k-j) = CF¥1X(1|0) (42)
j=k

Con estas variables se puede alterar el algoritmo expuesto construyendo la matriz
de Hankel modificada (Mittnik, 1989):

51 |\/|l M2 - M

m

52 |\/|2 M3 -0

que puede ser factorizada a través de laexpresion 3¢ = O, R donde O,, esla matriz de

observabilidad usual y R, = [X(l\O) G FG- Fm‘lG]. La estimacion de esta nueva

matriz a través de la descomposicion en valores singulares de H® proporciona, en su

primera columna una estimacion del vector inicia de estado.

Por ultimo, una vez estimadas las matrices del modelo original (1) junto alaserie
de vectores de estado y la de innovaciones, se puede abordar |a prediccion optima“® de
valores futuros para la serie. En este caso, a considerar como nulas las innovaciones
futuras, la prediccién que se obtiene utilizando € filtrado de Kalman y la deducida del
modelo original soniguales; por ello, laprediccién del vector de estado aun periodo dada

lainformacion disponible hasta T responde ala relacion:

4 Recuérdese que en este algoritmo se esta aproximando el modelo en espacio de estados por uno
autorregresivo de orden m.

% Laoptimalidad de la prediccion depende en gran medida de los supuestos iniciales que se hagan.

Particularmente si asumimos la normalidad en €l vector de estado inicia y en lasinnovaciones, se obtienen
las predicciones maximo verosimiles,
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X(T+1|T) = F X(T|T) (43)

con error cuadrético medio dado por la ecuacion:

P(T+1) =FP(M F/+G¥G’ (44)

Asi mismo, e valor del output se puede predecir utilizando la ecuacion de

observacion del modelo original, resultando:

Y(T+1|T) = H X(T+1|T) (45)

y error cuadrético medio asociado dado por la expresion:

E[(Y(T+1) -Y(T+1|T))(Y(T+1) -Y(T+1|T))’] = H'P(t+1)H + ¥ (46)

ecuaciones que pueden ser utilizadas secuencidmente para la determinacion de

predicciones a un horizonte de n periodos.
6.- Conclusiones.

Este trabajo aborda lateoria subyacente en la representacion en espacio de estados
de procesos estocasticos, adaptando |os avances gue se han conseguido en otros campos
cientificos (teoriade realizacion estocéstica, teoriade control o ingenieriade sistemas). En
esta metodologia, las propiedades de controlabilidad y observabilidad garantizan, bajo
supuestos poco restrictivos, laminimalidad delarepresentacion (Vargas, 1999), mitigando
el problemadelagran cantidad de parametros necesarios en lametodologiaVARMA. Por
otro lado, los algoritmos detallados estéan basados en la descomposicion en valores
singulares, méodo mucho més robusto computacionalmente y que solventa, en gran
medida, |0s problemas dela optimizacion delafuncion de verosimilitud y delaestabilidad

numérica de las estimaciones asi obtenidas.

Laestructura particular de los model os en espacio de estados, descompone laserie

observada en dos sumandos. una combinacién lineal de las componentes del vector de
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estado, que resume la evolucién dindmica del sistema; y un proceso de innovacion. Esta
particularidad hace que, conocido el valor del vector de estado en un instante dado, el
pasado de laserie seairrelevante; esdecir, € estado es un estadistico suficiente (y minimal
en larepresentaci dn adoptada) paralaevolucion del proceso. Esta caracteristica, exclusiva
delamodelizacién en espacio de estados, laasemejaaun andlisisfactorial dinamico, donde
las variables de estado desempefian el papel de componentes principales. Con esto, seevita
la especificacion de un ndimero, constante, de retardos para captar las peculiaridades
dindmicas de la serie y se mantiene, en cada instante, toda la informacion relevante.
Ademas, esteestructurapermiteeliminar delaserie observadalacomponenteinnovacional,
pudiendo interpretar €l resultado de estadiferenciacomo lasefial implicitadelaserie. Este
proceso supone, reamente, una labor de alisado, ya que elimina la componente no
predecible, por 1o que el algoritmo de estimacion puede ser interpretado como un filtrado
de series. Aungue no es un planteamiento inédito en laliteratura de seriestemporales, si es
novedoso en cuanto que no asume ningunaestructuraen lasmatricesdel sistema. Enlacas
totalidad de las aplicaciones empiricas del filtrado en espacio de estados se supone
conocida, en primer lugar, la dimensién del vector de estado asi como las matrices del
modelo 0, alo sumo, seintroduce alguin parametro en éstas para su estimacion por maxima
verosimilitud. Asi, la eficiencia de las estimaciones del método estén condicionadas ala
estructura que se asuma, normal mente determinada por consideraciones extra-muestrales.
Por contra, € planteamiento defendido en este trabajo determina el nimero de estadosy la
estimacion de las matrices en funcion de la informacién suministrada por la muestra. Se
consigue con ello una mayor versatilidad en la especificacion y, por tanto, una mayor

adecuacion alos datos disponibles sin renunciar alas propiedades del filtrado de Kalman.

Por ultimo, el comportamiento dindmico deun sistemamultipleviene caracterizado
por las funciones de impulso-respuesta. En la metodologia estudiada, su cdculo se ve
facilitado por la propiedad markoviana de la ecuacion de transicion, que permite
expresarlas como el producto de tres matrices. Se consigue con ello unaformasimple e
intuitiva de analizar las interacciones dinamicas entre las componentes del sistema,

determinando facilmente qué componentes presentan mayor poder de generar respuestas
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dindmicasy cuales son mas sensibles a ateraciones del sistema.

Por todo €ello, la modelizacion de series temporales en espacio de estados puede
congtituir una aternativavaidaalaclasicaVARMA que, bajo un enfoque analitico algo

distinto, proporciona herramientas estadisticas Gtiles para el andlisis de series.
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