2 \erossimilhanca para um pametro

2.3 AproximacOes e Assinbtica de verossimilhanca

Os exemplos na s&g 2.1 mostram que mesmo para problemas simples de seéotbiferil
um entendimento das caracteristicas da amostra que infmenw intervalo de confianca.
Além do mais bs riio temos, ainda &la sobre qual valor d& & requerido para fazer intervalo
de confianca baseado na verossimilhanca dado por

{6€Q:D(0) <c'}

Seja 95%, ou 99%, intervalos de confianca. Nestase@gsamos aproximaes da fungo
de verossimilhanca que ocorrem come- o para direcionar ambos requisitos. Todos os re-
sultados surgem da seguinte ex@nda grie de Taylor em torno do EMV
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)+% (6—6)21"(6%) para|6*— 6| < |6— 6|

'(6) =1'(6)+ (6 —6) 1"(6T) paral@™ — 6| <|6— 6|

Para simplificar a notép usaremobl (6) = 1'(0), indicando a fun@o escore, e usaremos
lo(6) = —1"(6) indicando a informa&o observada, e

2
I£(6) = E{lo(6)} =E {—%mgue;m}

indicando a informa@o esperada, ou informag de Fisher. Observe que aquisnol-
hamos para as propriedades de Whetermos sob considedig das propriedades da amostra
,e substitui-se x por X. Estes dois retm@ vitais para determinar o comportamento da
expan@o de verossimilhnang@? e ?? . Assim a fun@o de verossimilhanca e a fiag; e



log-verissimilhanca@o fun®es aledirias com variaveis ale@tas determinando a pos&ig do
maximo, 8, o gradiente da furip, U(8), e a curvaturdo(6).

2.3.1 Resutados Faticos e Definiges

Defini¢do: seT = T(X possuir a propriedade(T) = g(0), para qualquer g dé ,enfoT
,& considerado um estimaddamviciado deg(0).

Lemmal: E{U(0)} eVar{U(0)} =1g(0)
Provado em M232.

Lemma 2: Se T =T (X)é algum estimadorao viciado pard i.e E(T)=6, enfo

Var (T) > [Ie(6)] ™"

Indica a limitr inferior de Cramer-Rao .
Provado em M232.

Lemma 3: Se T= T(X) for um estimadorao viciado par@(0), entio

Var (T) > [¢/(6)*[l(6)]

Prova:(Nio examinada) Seja = g(0), enfio pelo Lemma 2 o limite inferior de Cram
Rao para estimadoreda viciados dep é [Ig(¢)] onde

|E((P)=E{%|(¢)}

entretanto
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assim,

& _ le(6)
E{ &p'("’)} BRTIO):

Aqui o ultimo pass@ baseado no Lema 1 e na difiaigde informago esperada. O resul-
tadoé obtido derivando a expreéss??

2.3.2 Resultados Principais

Embora os resultadosadsicos da teoria de verossimilhanca chedados nesta &g, se-
jam especialmente apreciaveis elés malem universalmentedgs devemos assumir a inflacia
das seguintes condies de regularidade.

R1: Q é de dimen&o finita e o verdadeiro valor deest dentro de.

R2: Dois diferentes valores d&nao resultam na mesnfgx; 0)

R3: As 3 primeiras derivadas def) existem em uma vizinhanca do verdadeiro valofde
Estas condiges em assencia apontam para o fato que a déwatesdistribuigo rdo depen-

dem do parametro e assegure que com o a log-verossimilhancga converjiu para uma faac

guadatica em torno do EMV e, e assim dependa apenas dagmod@ EMV e a curvatura da
verossimilhanga no EMV.

Teorema 1: Para um problema regular de estirdagno limiten — oo, sef € o verdadeiro
valor do paametro eréio

VIE(8)(8—8) ~N(0;1)
i,e 6 ~N(6,[1e(8)]1), nbs denominamos isso de distirbadassiritica ded

Prova: Este resultado tem base em torno da edue?® veja MATH232 para maiores
detalhes. Em sinteseexpressado como a seguir

U(6)=—(6-0)lo(6")



Desde qué — 6 comn — c enflo 8 — O tamkem. Nbs podemos aproximag(0) por

le(0) desde que

Desde quéJ (0) seja a soma de vaneis alediriasé ento aplicado o teorema central do

limite, pelo Lema 1.

U(B)l —Z onde Z~N(0,1)
[Ie(8)]2

desde que

A oy Y(B) [e(6)
N N

~ZIX1=Z7

Corolario 1: Seg =g(0) eniog ~ N(@,[d'(8))?[Ie(8)]~1) comn — .

Prova: Isso segue os Lemas 2 e 3.
A conseqgéncia importante do coratio 1€ que

Var (¢) = [df(6)]*Var (8)

Colorario 2: Qualquer termo assintoticamente equivalerite(8) pode ser usado no lugar

do Teorema 1, eéd

A A

le(6)(6—0) ~N(0,1)
10(6)(6 —8) ~N(0,1)

A

10(6)(6 —6) ~N(0,1)

Mas as propriedades de conv@ngia para cada um destesssdiferente.



Teorema 2: Para um problema regular no limite cara- oo, sef for o verdadeiro valor do
palametro erio

D(6) =2[1(6) ~1(6)] ~ X£

Prova: Este resultadobaseado na expats?? e ??, veja M232 para maiores detalhes. Em
sintese o resultad® o seguinte:

D(6) = {1(8) ~[1(6) + (6~ B)U(8) — (8~ 6)°1o(6")]}
= (6-6)%10(6")
Como na prova do teoremafl — 6 enfo
A lo(6)

~ Z2%x1 = 72

Do teorema 1Z €N(0,1), enfoZ? & x?, & resultado disso.

2.3.3 Discusao dos Resultados Principais
O Teorema 1 e os com@lios associados dizem que:

e O estimador de verossimilhanca élele 6 & assinbticamente &o viciado, i.eE(6) ~ 6
« 0 assintoticamente atinge o limite inferior de CémRao, i.eVar(8) — [Ig(6)] 1.
e Chamamo$lg(6)]~%/2 de erro padio detheta, algumas vezes denotado sef6).

e Podemos construir um intervalo de confianga assintotintenalido 1001 — a)% para
6 na forma# iza/z[lE(B)]—%, onde®(z,,5) =1-0a/2,e.g. sex = 0,05 enboz, ), =
1,96. Podemos denotar este intervalo (@ré,) = (theta—z, ,xse(0), 0+ z, ,xse(theta)).

e O estimador de @xima verissimilhancg = g(6)dep = g() & aasintoticamente &b
viciado, i.eEg(8) — g(8).

A

e @ =g(0) assintoticamente atinge o limite inferior de Cé&mrRao, i.e.

ar(g6) — [g'(6)][1e(6)] ™ = [Ie(@)]



e Chamamosy'(6)][le(6)]~ 3 o erro padio deg.

e Podemos construir um intervalo de confianca(100a)%. Assinbticamente @lido da
formag(6) + Zq/21d'(6)] (lg(6)]2 onde®(Z, ;) = 1—a /2. Denotamos este intervalo

POY (¢, Q) = () — Zaj2 X SE(@), @+ Zt 2 X SB( D).

e Em todas as declaraes acimdg(6) pode ser substituido pelos seus termos assintoti-
camente equivalentdg(6),1o(8) da mesma forma'(6)pode ser substituido pgi6).
Houve muito estudo para determinar que esésas melhores termos para se usar na
pratica. E foi verificado qudao(é) possui as melhores propriedades. Contaddvio
gue queremos obter a melhor aproxi@agia funéo de log-verossimilhanca, @atob-
servando a curvatura observada naximo limitado para ser o melhor do que usar a
curvatura esperadapara o verdadeiro valdt. délém disso a informap observada na
EMV é a mais &cil entre os quatro possiveis termos, para avaliar, ceggeEmpre muito
bom.

Correspondentemente, o teorema 2 fornece:

e Pelos argumentos na $&22temos que o estimador mais see$no intervalo de confianca
é da forma:

OEQ:D(B)<c"

Para algum valor de*. Para resaltar que o intervaéo exatamente um intervalo de
confianga a 10Q — a)% precisamos escolhet que em repetidas amostras,a, proporg
de intervalos que coain o verdadeiro valor dé seja 1— a. Issoé genericamente im-
pos$vel de se fazer sem valer-se do uso detados computacionais. Entretanto en-
guanto n se torna grande o Teorema 2 sugere que uma esc@haiifa sejac” =

Ca, COM F{)@ > c”} = a, e.g sea = 0,05 enBoc = 3,84. Uma simples e seivel
aprixima@o é usar esta escolha paranesmo se n for pequeno e assumir que(160
a)seja um intervalo aproximado. Claramente esta ser intervalo de confianca baseado
na verissimilhanca apropriado, mas para pequenas amosteadadeiro valor de pode
ser ligeiramente diferente do requerido

e Como discutido na s@p ?? se o intervalo de confianca baseado na verossimilhanca de
100(1 — )% paraf esé em(§,8,) enfio o intervalo correpondente papa= g(6) &



Observe que dos Teoremas 1 e 2 temos duas aprodeésgiara obter os intervalos de
confiancga, agquelas baseadas no Teorema 1 fornecem inggval, ~ 6,) ao passo que
para o paiimetrof. Os intervalos de confianca baseados no Teoreng Lisples de
contribuir, mas 8o possuem a importante propriedade de iavenia uma vez que se
6 =g(0) entio

(ol 800~ )} = {62 2lle(©)] 3).0(0+ Zolie(0)] 3} #

{a(8) - Zold O)1(0)] 5.000) + Za alg @0 5 | = (~ 0.~ @)

A menos linear que g seja linear. Intervalos de confiancatogidos com o uso do Teo-
rema 1 8o intervalos de confianca de um paalbaseados em verossimilhanca, mas eles
nao 10 baseados na log-verossimilhanca correspondendodrapgo quadatica para

a fungo exata de log-verossimilhanca. Entretanto podemosmg&mbom sea um inter-

valo de confiancé8 8,) aproximando o raximo para estimar o intervald , 8,) vendo

0 quio poximo a log-verossimilhanca quadicaé do6. Mesmo que se a aproxineg

for boa deve ser lembrado que se o interesse for em algum paimetrog = g(0),
en@o cuidado,as considef@s precisam ser usadas para obter o intervalo de confianca
para@. A melhor aprocimago é usar intervalos baseados na verossimilh@gaﬁ,) =
(9(8),9(8)) , mas mesmo qué e 6, ndo possam ser precisamente encontrados um
aproxima@o pode ser requerida. Examinando o log-verossimilhaagagem torno de
EMV isso pode ser visto s€¢@) for a fun@o mais viezada (menos quatica) do que

1(0).
e Sel(p) & menos viezado, a melhor aproxiraaé usar o intervalo aproximadc@é éu).

e Sel(6) & 0 menos viezado, a melhor aproxifaé usar o intervalo aproximadg(8,),g(6y)).



