
Prova de Estat́ıstica

1. Seja X uma variável aleatória com função de probabilidades dada por f(x) = pqx, para
x = 0, 1, 2, . . . (geométrica), onde X representa o número de tentativas até o aparecimento
do primeiro sucesso, 0 ≤ p ≤ 1 e q = 1− p.

(a) Mostre que f(x) = P (X = x) é realmente uma função de probabilidade (1 ponto).

(b) Mostre que E(X) =
q

p
(1 ponto).

DICA:

i)
d

dx
xn = nxn−1;

ii)
d

dx

n∑
i=1

f(x) =
n∑
i=1

d

dx
f(x), onde a derivade existe;

iii)
∞∑
i=0

a1q
n =

a1

1− q
(P.G. infinita).

SOLUÇÃO:

(a)
∞∑
x=0

p qx = p

∞∑
x=0

qx = p
(
1 + q + q2 + . . .

)
= p

1
1− q

=
p(

1− (1− p)
) = 1

(b) E(X) =
∞∑
x=0

x p qx = p q
∞∑
x=0

x qx−1 = p q
∞∑
x=0

d

dx
qx = p q

d

dx

∞∑
x=0

qx = p q
d

dx

(
1

1− q

)
=

p q

(1− q)2
=
p q

p2
=
q

p

2. Numa cidade é selecionada uma amostra de 60 adultos e a esses indiv́ıduos é pedido para
opinarem se são a favor ou contra determinado projeto. Como resultado obtido, observou-
se 40 a favor.

(a) Se na realidade as opiniões pró e contra são igualmente divididas, qual é a probabili-
dade de ter obtido tal resultado? (1 ponto)

DICA: P (X = k) =
(
n

k

)
pk(1− p)n−k; k = 0, . . . , n; 0 ≤ p ≤ 1.

(b) Qual o número médio de pessoas a favor do projeto? (1 ponto).
DICA: E(X) = np e V ar(X) = np(1− p)

SOLUÇÃO:

(a)
(

60
40

)
0.540(1− 0.5)20 = 0, 003636

(b) E(X) = 60 · 0, 5 = 30
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3. Suponha que X tenha densidade gama de parâmetros α e β. Então:

f(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx; x > 0, α > 0, β > 0

Mostre que a função geratriz de momentos é: MX(t) =
(

β

β − t

)α
(2 pontos).

DICA:
∫ ∞

0
xa−1e−bxdx =

Γ(a)
ba

SOLUÇÃO:

MX(t) = E(etx) =
∫ ∞

0
etx

βα

Γ(α)
xα−1e−βxdx =

βα

Γ(α)

∫ ∞
0

xα−1e−(β−t)xdx =
βα

Γ(α)
Γ(α)

(β − t)α
=(

β

β − t

)α
4. Considerando-se que E(Xn) =

dn

dtn
MX(t)

∣∣∣∣
t=0

e que MX(t) =
p

1− qet
é a função geratriz

de momentos de X ∼ Geom(p) (geométrica), determine E(X) (2 pontos).

SOLUÇÃO:

E(X) =
d

dt

(
p

1− qet

) ∣∣∣∣
t=0

= p
d

dt

(
1

1− qet

) ∣∣∣∣
t=0

= p q
1

(1− qet)2

∣∣∣∣
t=0

=
p q

(1− 1 + p)2
=
q

p

5. A variável aleatória cont́ınua X de função densidade de probabilidades dada por:

f(x) =

{
6(x− x2) se 0 ≤ x ≤ 1
0 caso contrário.

Calcular P (µ− 2σ < x < µ− 2σ) onde µ = E(X) e σ2 = V ar(X) (2 pontos).

SOLUÇÃO:

E(X) =
∫ 1

0
x 6(x− x2)dx = 6

∫ 1

0
x2dx− 6

∫ 1

0
x3dx = 6

x3

3

∣∣∣∣1
0

−6
x4

4

∣∣∣∣1
0

= 2− 2
3

=
1
2

= µ.

E(X2) =
∫ 1

0
x2 6(x− x2)dx = 6

∫ 1

0
x3dx− 6

∫ 1

0
x4dx = 6

x4

4

∣∣∣∣1
0

−6
x5

5

∣∣∣∣1
0

=
6
4
− 6

5
=

3
10

= σ.

V ar(X) = E(X2)− (E(X))2 =
3
10
−
(

1
2

)2

=
1
20

= σ2.

σ =
1√
20
' 0, 22

P (µ− 2σ < x < µ− 2σ) = P (0, 06 < x < 0, 94) =
∫ 0,94

0,06
6(x− x2)dx = 6

[
x2

2
− x3

3

]0,94

0,06

=

6
[

0, 942 − 0, 062

2
− 0, 943 − 0, 063

3

]
= 0, 96
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