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RESUMO

Modelos geoestatisticos gaussianos bivariados

Os modelos geoestatisticos bivariados sao um conjunto de ferramentas, que de uma
forma geral, tenta propor uma boa fun¢cao matematica com respaldo probabilistico para dois pro-
cessos estocasticos com localizagoes espaciais conhecidas. Por simplicidade inferencial, pode ser
adotada a suposi¢ao da existéncia de um campo aleatorio gaussiano latente para cada variavel
aleatoéria, a distribuicao de probabilidade conjunta das variaveis latentes também é gaussiana. A
matriz de covariancia dessa distribuicao deve ser positiva definida e possuir a estrura de variabi-
lidade espacial entre e dentre os atributos, Gelfand et al. (2004) e Diggle e Ribeiro Jr. (2006)
propuseram estratégias para estruturar essa matriz. Nao existem muitos relatos sobre o uso e ava-
liacoes comparativas entre essas abordagens. Neste trabalho foi conduzido um estudo de simulacao
de modelos geoestatisticos bivariados em conjunto com estimacao por maxima verossimilhanca e
krigagem ordinaria, sob diferentes configuracoes amostrais de locaizagoes espaciais. Também
foram utilizados dados provenientes da andalise de solo de uma proriedade agricola com 51,8ha de
area, onde foram amostradas 67 localizacoes georeferenciadas e mensurados o pH e a saturacao
por bases do solo, que foram submetidas a analise descritiva espacial, modelagens geoestatisticas
univariadas e bivariadas, predi¢oes espaciais e anélise de pressupostos. Para verificar vantagens
quanto a adocao de modelos univariados ou bivariados, a amostra da saturacao por bases, que
possui coleta mais dispendiosa, foi dividida em uma subamostra de modelagem e uma subamostra
de controle, a primeira foi utilizada para fazer as modelagens novamente e a segunda foi utilizada
para comparar as precisoes das predicoes espaciais nas localizacoes omitidas no processo de mode-
lagem. Todas andlises foram conduzidas no ambiente R de programacao, o geoR foi o pacote mais
utilizado.

Palavras-chaves: Campos aleatorios gaussianos; Estimadores de maxima verossimilhanca; Estudo
de simulacao; Modelos geoestatisticos bivariados



ABSTRACT

Bivariate gaussian geostatistic models

The bivariate geostatistical models are a set of tools, that generally, try to propose
a mathematical function with probabilistic support for two stochastic processes with spatial lo-
cations known. For inferential simplicity, can be adopted the assumption of the existence of a
latent Gaussian random field for each random variable, the jointly distribution of latent variables
is Gaussian. The covariance matrix of this distribution should be positive-definite and to have the
spatial variability structure between and among the attributes. Gelfand et al. (2004) and Diggle
e Ribeiro Jr. (2006) suggested strategies for structuring this matrix. There are few reports on
the use and benchmarking between these approaches. In this search was conducted a simulation
study of bivariate models together with maximum likelihood estimators and spatial prediction
under different settings of sampling locations space. Were also used data from the analysis of soil
from an agricultural property with 51.8 hectares, where two soil quality attributes were observed
in 67 spatial locations. The data were submitted to spatial descriptive analysis, univariate and
bivariate modeling, spatial prediction and suppose analysis. To verify advantages as the adoption
of univariate or bivariate models, the sample of the more expensive variable was divided into a
subsample of modeling and a subsample of control, the first was used to fit geostatistical models
again, and the second was used to compare the spatial prediction precisions in the locations not
used in the modeling process. All analysis were conducted in the programming environment R,
the geoR package was the more used.

Keywords: Bivariate geostatistical Models; Gaussian random fields; Maximum likelihood estima-
tors; Simulation study
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1 INTRODUCAO

A modelagem estatistica é um conjunto de ferramentas muito importante em diver-
sos campos do conhecimento, que utilizam essas técnicas para tentar descrever o comportamento
de um ou mais atributos que nao possuem um modelo deterministico. De uma forma geral, os
modelos estatisticos tentam explicar, o maximo possivel, a variabilidade dos processos estocasticos
através de uma ou mais variaveis explanatorias que possuam alguma associacao ou correlagao com
a resposta de interesse.

Os primeiros modelos estatisticos propostos foram os lineares univariados, que as-
sumem erros aleatorios independentes e identicamente distribuidos com uma distribuicao de pro-
babilidade gaussiana e todos os termos da parte explanatéria do modelo fixos. Essas simplificacoes
nao sao validas na maioria dos processos naturais, logo, surgiu a necessidade de desenvolver téc-
nicas mais sofisticadas para tentar modelar processos que possuem estruturas mais complexas de
variabilidade.

Um campo de pesquisas que teve grande evolugao nos tltimos tempos foi a estatistica
espacial, que é formada por trés grandes areas de estudo: geoestatistica, dados de area e processos
pontuais, que sao utilizadas conforme o tipo de dados em questao, neste trabalho sera estudada
apenas a primeira. A modelagem geoestatistica é um conjunto de técnicas que tenta encontrar uma
boa funcao matematica para um ou mais atributos que possuem localizagoes espaciais conhecidas,
sendo assim, essas ferramentas sao tuteis para capturar a correlacao entre as observacoes das
variaveis aleatorias de interesse, onde existe uma forte suspeita de que pontos espaciais mais
proximos possuem valores dos atributos mais parecidos. A abordagem geoestatistica de modelagem
se diferencia dos modelos lineares nos pressupostos, onde agora todas as observacoes nao sao
independentes e existe efeito aleatério latente na parte explanatéria do modelo.

Diversas pesquisas de distintas areas podem possuir mais de uma variavel resposta
de interesse, ou seja, os pesquisadores possuem dois ou mais atributos que devem ser modelados.
Se esses atributos sob estudo forem independentes deve-se propor um modelo estatistico para
cada um deles. Se ha evidéncias de que esses processos nao sejam independentes e existindo uma
explicacao pratica, modelos multivariados podem ser propostos, ou seja, os modelos estatisticos
devem capturar ao maximo a correlacao entre as varidveis respostas, para tal, algumas técnicas
tém sido utilizadas, assim como, distribuicoes de probabilidades conjuntas.

Existindo interesse em mais de uma variavel aleatoria com padrao espacial de varia-
bilidade, pode-se adotar modelos geoestatisticos multivariados, que devem capturar a correlacao
entre e dentre as varidveis aleatorias. Na literatura existem algumas formas de estudar esse tipo
de problema. Devido a complexidade dos modelos geoestatisticos multivariados e o nimero ele-
vado de parametros podem existir problemas para estimacao paramétrica e, além disso, em alguns
casos pode ocorrer problemas com a identificabilidade do modelo. Sendo assim, este trabalho,
inicialmente apresenta um estudo de simulacao de modelos geoestatisticos bivariados, dessa forma
pode-se fazer uma comparacao entre as metodologias, e detectar quais sao as vantagens, proba-
bilisticas e computacionais, de cada método em diversas configuragoes.

A agricultura de precisao é um campo de pesquisa que pode utilizar os modelos
geoestatisticos e de forma bem sucinta, é o conjunto de métodos aplicados ao manejo da variabili-
dade. SCHUELLER (1992) definiu como um método de administracao cuidadosa e detalhada do
solo e da cultura para adequar as diferentes condi¢oes encontradas em cada pedaco de lavoura,
tendo em vista a desuniformidade intrinseca dos solos. Varios autores concluiram que a variabili-
dade espacial existe, mesmo em areas consideradas homogéneas, inimeros trabalhos de campo tém
mostrado a importancia do estudo das variacoes das condi¢ées do solo como aspecto fundamental
para se implementar uma agricultura mais eficiente e rentavel. Estes trabalhos mostram que a
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variabilidade do solo nao é puramente aleatoria, apresentando correlagao ou dependéncia espacial.
Nesse contexto, diversas abordagens podem ser utilizadas para estruturar a variabilidade espacial
das variaveis quimicas do solo, em agricultura de precisao, tradicionalmente é utilizada apenas
medidas descritivas e a intuigao pessoal dos pesquisadores para tal, o que pode gerar o problema
de nao ser possivel mensurar a precisao dos resultados. Uma solucao recente para esse tipo de
problema, que proporciona resultados com respaldo probabilistico, é a modelagem geoestatistica
em conjunto com estimacao por maxima verossimilhanca.

Além do estudo de simulagao, essa pesquisa utiliza ferramentas geoestatisticas para
estudar a variabilidade espacial de duas varidveis quimicas do solo de uma propriedade agricola,
sendo que, a utilizacao de modelos geoestatisticos bivariados é possivel devido a natureza dos
atributos, que sao fortemente correlacionados e, além disso, uma das resposta é mais dispendiosa
para ser observada. Com a estrutura conjunta de correlacao espacial estabelecida, em monitora-
mentos futuros da mesma propriedade agricola serd possivel diminuir os gastos com a coleta de
informagoes.
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2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 Campos aleatoérios

Um campo aleatorio é um processo estocastico que existe em algum espaco real
d-dimensional, geralmente bi ou tri-dimensional sua defini¢ao é dada por:

{Z(s;) : s, € G C R},

sendo Z(s;) a notacao a variavel aleatoria Z na localizagao s; do espago sob estudo G.

Segundo Schmidt e Sansé (2006) e Le e Zidek (2006), a descrigdo de um campo
aleatério é obtida através das distribui¢oes acumuladas finito-dimensionais F', para qualquer con-
junto de localizagoes (s1,52,...,5,) pertencentes a regiao G e qualquer inteiro n:

Fs 5.8, (21,22, o, 2) = P(Z(51) < 21, Z(83) < 29, ..., Z(50) < 2p)

Devido a sua simplicidade inferencial, a distribuicao de probabilidade gaussiana é
uma das mais utilizadas na literatura. Sendo assim, um campo aleatorio é dito ser gaussiano se
Z segue uma distribuicao Normal em todas localizagdes do espaco sob estudo G. Para qualquer
conjunto finito de localizagoes s = (s, S2, ..., S,) pertencente a G, Z(s) segue uma distribuigao
normal n-variada e é completamente especificado pelo vetor de média n x 1, notado por u, e
pela matriz de covariancias n X n, notada por X, que no contexto de geoestatistica possui o
comportamento empirico de que quanto maior a distancia euclidiana entre duas localizagoes s; e
S quaisquer, menor a correlacao entre Z(s;) e Z(si). Nao é trivial encontrar uma forma para
gerar esse comportamento e, a0 mesmo tempo, assegurar que a matriz de covariancias fique positiva
definida. Diggle e Ribeiro (2006) mostram maiores detalhes sobre campos aleatorios gaussianos.

Em pesquisas de geoestatistica, geralmente, nao ¢ possivel ter mais de uma reali-
zagao do processo, sendo assim, outras suposicoes devem ser impostas sobre o campo aleatorio
gaussiano para a realizacao de inferéncias. A restricao mais utilizada é que o processo estocastico
é estacionario, ou seja, a distribuicao de probabilidade associada ao campo aleatoério nao depende
da grandeza de escala das coordenadas, logo, a distribui¢do conjunta de (Z(s1), Z(s2), ..., Z(sn))
é igual a distribuigao conjunta de (Z(s; + h), Z(ss + h), ..., Z(s, + h)), para qualquer incremento
h. Outra definicao menos restritiva é que a média do campo aleatorio é igual em toda a regiao
sob estudo e a correlagao entre Z(s;) e Z(sg), para quaisquer s; e Sg, s6 depende da distancia
entre as localizacoes, ou seja, a grandeza de escala de Z nao influencia na estrutura de correlacao
espacial. Esse tipo de estacionariedade é conhecido na literatura como estacionariedade fraca ou
de segunda ordem. Uma observacao importante é que a primeira restricao implica na segunda,
no entanto, o contrario nao é véalido, a nao ser que o processo espacial seja gaussiano, que pro-
duz equivaléncia entre as duas restricoes. No entanto, nem sempre é facil verificar as restrigoes
de estacionariedade forte ou fraca, logo, outra possibilidade menos restritiva é assumir que os
incrementos [Z(s) — Z(s + h)| possuem estacionariedade. Esta caracteristica ¢ denominada de
estacionariedade intrinseca (SCHANBENBERGER; GOTWAY, 2005). Sendo assim, um campo
aleatorio é dito ser intrinsecamente estacionario se para todo s; pertencente a G, E[Z(s;)|=p e
Var[Z(s;) — Z(si + h)] = 2y(h), sendo v(h) = Var(Z(s;)) — Cov(Z(s;); Z(s; + h)) e denomidado
de semivariograma.

Em alguns casos a suposicao de estacionariedade nao é valida, sendo assim, diversas
abordagens sao propostas para contornar esse problema. Quando a média do processo estocastico
nao é constante na regiao sob estudo, geralmente, utiliza-se a inclusao de covariaveis na modelagem,
onde a média é tratada como efeito fixo, e sua interpretabilidade ¢é igual a de modelos lineares,
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Diggle e Ribeiro Jr. (2006) detalham melhor essa tecnicalidade. Ja para problemas com variancias
e covariancias nao constantes, uma técnica mais simples é a utilizacao de transformacao nos valores
observados do campo aleatorio (CHRISTENSEN; DIGGLE; RIBEIRO Jr., 2001).

Mesmo que um campo aleatério possua algum tipo de estacionariedade, o padrao
espacial de correlacao pode depender das distancias e das direcoes envolvidas entre as localizagoes,
a essa caracteristica é dado o nome de anisotropia, em problemas praticos de geoestatistica nao
é facil identificar tal caracteristica nos dados observacionais, no entanto, a natureza de algumas
variaveis exige a utilizacao de tal abordagem, como por exemplo, estudos sobre poluicao, onde o
padrao dos ventos gera correlagao espacial dependente das direcoes entre localizagoes amostradas.
Silva (2006) mostra algumas técnicas utilizadas em problemas de anisotropia geométrica.

Um campo aleatorio gaussiano é dito ser homogéneo se ele for estacionério e seu
padrao de correlacoes nao depende das direcoes. Utilizando essa suposicao o processo estocéstico
fica bastante restritivo, porém consegue modelar diversos problemas naturais.

Com a suposicao de homogeneidade de um campo aleatorio gaussiano, é necessario
estabelecer uma funcao matematica que dependa apenas das distancias entre as localizagoes
amostradas do espaco sob estudo e que estruture a matriz de covariancias, de forma que esta
seja positiva definida e com o comportamento empirico utilizado em geoestatistica. Devido a
complexidade para encontrar tais fungoes, diversas propostas sao sugeridas.

Funcao de Matérn

Essa familia de fungoes de correlagio foi proposta por Berfil Matérn (1986) e possui
a seguinte forma:

p(h) =27 —T(k) "' (h/¢)"K.(h/$),

sendo h a distancia euclidiana entre duas localizacoes quaisquer do campo aleatério, os parametros
dessa funcao sao ¢ > 0 e k > 0, sendo o primeiro vinculado ao alcance das correlacoes e quanto
menor o parametro menor o alcance das correlagoes, ou seja, somente observagoes muito proximas
possuem correlacao significativa. Ja o segundo parametro é vinculado a suavidade do processo,
quanto maior s, maior a suavidade. E por ultimo, K, (.) é a fun¢ao Bessel de ordem &.

Funcao Exponencial Poténcia

p(h) = exp (h/¢)",

essa familia possui as mesmas caracteristicas da funcao de Matérn, sendo que neste caso k é
limitado no intervalo [0, 2].

Essas duas fungoes sao muito utilizadas devido a capacidade de produzir compor-
tamentos distintos quanto a suavidade do processo, ou seja, é possivel modelar processos mais ou
menos diferenciaveis. Além disso, sob estacionariedade fraca, essas fun¢oes possuem propriedade
conhecidas e desejaveis, Schabenberger e Gotway (2005) apresentam e discutem detalhes sobre
tais propriedades. Silva (2006) apresenta diversas outras fun¢oes de correlagdo conhecidamente
validas.

2.2 Modelos geoestatisticos gaussianos univariados

Considerando que em alguma area GG exista um campo aleatorio gaussiano Z latente,
ou seja, 0 processo existe mas nao é observavel, é necessario fazer uma amostragem de n localizagoes
espaciais dentro da area G e observar valores de atributo de interesse nas localizacGes amostradas.
Sendo assim, existe um vetor Y (s) n x 1 de valores observados em s = (s1, Sa, ..., S,), que segundo
Diggle e Ribeiro Jr (2006) pode ser modelado como:

Y(s)=p+ Z(s)+e, (1)
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onde = X3, onde X é uma matriz n X ¢ contento ¢ — 1 possiveis covariaveis, S um vetor ¢ x 1
de parametros associados a X, Z(s) um campo aleatorio gaussiano que possui vetor de médias
n X 1 nulo e matriz de covariancias X de dimensao n x n, onde cada elemento ;; é igual a
Cou(Z(s;); Z(s;)), para todo s; e s; pertencentes a s, e € um vetor nx1 de ruidos brancos, que
por suposi¢ao sao independentes e identicamente distribuidos com distribui¢ao de probabilidade
normal com média zero e desvio padrao 7.

Utilizando (1) é possivel encontrar a distribui¢do de probabilidade de Y (s), que é
gaussiana n-variada, com vetor de médias X3 e matriz de covariancias Yy = ¥ + 721, onde [
¢ uma matriz identidade n x n. Logo, existe um vetor de parametros 0 = (3,02, ¢*, 72) a ser
estimado, onde ¢* é um vetor de parametros associados a funcao de correlacao utilizada. Cabe
observar que Cov(Z(s;); Z(s;)) = p(Z(s;); Z(s;))o?, para todo s; e s; pertencentes a s e o2>0.

2.2.1 Estimacao dos parametros

Estabelecidas as estruturas paramétricas, o proximo passo é fazer a estimacao dos
parametros. Se o campo aleatério é intrinsecamente estaciondrio pode-se trabalhar com uma
estimacao para o semivariograma, abaixo segue a expressao de uma estimativa empirica para o
semivariograma através dos estimadores do método de momentos:

N Z S; -7 Sj 2
s = Zne) ) o

em que |N(h)| é o nimero de pontos abrangidos pela distancia h.

Devido a relacao entre o semivariograma empirico e as funcoes de correlacao vélidas,
muitos trabalhos aplicados de geoestatistica utilizam um modelo em funcao dos parametros de
variabilidade e correlacdo que se ajuste aos valores calculados em (2), isso pode ser feito por meio
de métodos "AD-HOC". Essa abordagem para estimar os parametros de variabilidade e da fungao
de correlacao podem nao ser muito precisos, pois os valores dos semivariogramas empiricos podem
se afastar muito do semivariograma real e desconhecido , devido ao tamanho e acaso amostral.
Esse tipo de estimacao deve ser utilizado, na maioria dos casos, apenas como andlise descritiva
inicial, Diggle e Ribeiro Jr. (2006) discutem com mais detalhes esse assunto.

Por outro lado, assumindo que o campo aleatério possui estacionariedade forte,
pode-se optar por estimadores de maxima verossimilhanga ou méxima verossimilhanga restrita,
que consiste em utilizar os valores observados da variavel resposta para encontrar um vetor ¢ que
seja o ponto de maximo da funcao de verossimilhanca associada a 6. Por simplicidade matematica,
normalmente utiliza-se o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca para fazer a estimacao, que
associada a (1) tem a seguinte forma:

10;Y(s)) = —0.5(nIn(27) + In(|Sy|) + (Y(s) — XB)' Sy (Y (s) — XB)).

Maiores detalhes sobre técnicas e propriedades da estimacao por maxima verossi-
milhanca sao expostos por Azzalini (1996) e Bickel e Doksum (1976). No contexto de geoestatis-
tica, Diggle e Ribeiro Jr. (2006) propuseram a utilizagdo da reparametrizagdo v = 7/0, a qual
facilita a estimacdo de 6. O vetor de parametros ser estimado passar a ser 6* = (3,02, ¢*, %) e
Yy pode ser escrita como o2V, onde V é uma matriz n x n que depende apenas de v e ¢*. O
logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca fica da seguinte forma:

1(6%:Y(s)) oc —0.5(nIn(c?) — In(|V|) — o 2(Y — XB)'V 1Y — X3) (3)
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sendo que existem formas analiticas apenas para os estimadores de 3 e o
B=XVIX)HUXVTY) a2 =n"Y(Y = XB)V (Y — XP)

Observe que B\ e 02 sdo funcoes dos demais parametros e além das formas fechadas
para os estimadores, ¢ trivial encontrar a matriz de informagao de Fischer observada para os
mesmos, logo, é facil encontrar a matriz de covariancias associada a (ﬂ 02) (DIGGLE; RIBEIRO
Jr., 2006). R

Para ¢* e v? ndo existem formas analiticas para os estimadores. Utilizando 3 e o2
em (3), tem-se o logaritmo da funcdo de verossimilhanga concentrada, que depende apenas de
0. = (V> ¢*)

Para encontrar 9 ¢ possivel utilizar métodos numéricos de maximizagao de fungoes,
como por exemplo, o método de Nelder e Mead (1965), o qual calcula gb e 12 e a matriz Hessiana
estimada, denotada por H. Com os parametros da funcao de maxima verossimilhanca concentrada
estimados, por invariancia é possivel encontrar as estimativas de 3 e % e 72.

Utilizando as propriedades assintoticas dos estimadores de méaxima verossimilhanga
e 0 método Delta pode-se encontrar a distribui¢ao de probabilidade de 0, que é N(6;%y), sendo

. , al(6;
= A!'Yy-A, onde a i-ésima coluna de A é o vetor 8(9*’)

Sz O
29*:{ gt 29}

e:

sendo X5 ,2 a matriz de covariancias de (3, 02), que possui forma analitica, Xy, = —H ' é a matriz
de covariancias de 6., e O uma matriz de zeros, pois nao é possivel recuperar as covariancias entre

(8,0%) e 6

Geralmente o objetivo final dos estudos com dados georeferenciados é calcular as
predicoes espaciais em localizagoes nao amostradas. Esse processo de predicao ¢ denominado de
krigagem e é baseado nas propriedades inferenciais da distribui¢ao normal multivariada.

2.2.2 Krigagem

A krigagem nada mais é do que o processo de predicao do campo aleatério em
localizagoes nao amostradas. O nome krigagem é uma homenagem ao pesquisador sul-africano
D.G. Krige que foi um dos pioneiros em estudos de predicao espacial.

Antes de expor as técnicas de krigagem, é necessario utilizar algumas propriedades
inferenciais da distribuicao gaussiana multivariada. Suponha que o interesse é fazer predicao
para Z nas localizagoes s*, ou seja, devemos fazer predi¢ao para Z(s*) tal que o erro quadratico
médio seja minimo, Diggle e Ribeiro Jr. (2006) mostram que a distribui¢do de probabilidade de
(Z(s*)|Y(s)) gera as predigoes com melhor precisao, sendo assim:

E(Z(s")[Y (s)) = puz + B2y Sy (Y(s) — XB) (4)

sendo pz a média de Z(s*) e £z y é a matriz de covariancias cruzadas entre Z(s*) e Y (s). Além
disso a variancia preditiva é conhecida:

Var(Z(s")[Y (s)) = 8z — Szy 3y Sy (5)

sendo ¥z a matriz de covariancias de Z(s*). Cabe ressaltar que as expressoes (4) e (5) sao obtidas
através das propriedades da distribuicdo gaussiana multivariada, Diggle e Ribeiro Jr. (2006)
mostram mais detalhes.
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Do ponto de vista geoestatistico, as krigagens mais utilizadas sao a simples e a
ordinaria, que utilizam (3) e (4), mas que se diferenciam quanto a suposigao de conhecimento
sobre os parametros (DIGGLE; RIBEIRO Jr., 2006).

2.3 Modelos geoestatisticos gaussianos bivariados

Quando existem dois campos aleatorios gaussianos de interesse, a intuicao inicial
é que seja ajustado um modelo geoestatistico univariado para cada vetor de valores observados.
Porém, em alguns casos existe correlagao estatistica entre as varidveis aleatorias, o que leva a
possibilidade de adotar modelos geoestatisticos bivariados. Cabe ressaltar que somente com essa
justificativa estatistica nao é vantajoso utilizar tal abordagem, é necessario que existam justifica-
tivas e vantagens praticas para esse aumento de complexidade dos modelos geoestatisticos, que
nesses casos devem estruturar as correlacoes entre e dentre os campos aleatorios.

Supondo a existéncia de dois campos aleatorios gaussianos de interesse, pode-se
utilizar seguinte o modelo:

Yi=pi+2Z;, 1=1,2 (6)

sendo Y; um vetor n; X 1 de valores observados do campo aleatdtio gaussiano latente Z;, que
possui vetor de médias nulo n; X 1 e matriz de covariancias ; n; X n;, j; € um vetor, que possui os
parametros de médias associados a Y;. Observe que em (6) ndo existem termos de ruidos brancos.

A distribuigao de Y = (Y7, Y5) é de interesse final e possui distribui¢ao gaussiana
n-variada, sendo n = nj + ng, com vetor de médias u = (p1, 12) € matriz de covariancias Xy,
positiva definida que possui o comportamento empirico de correlacoes utilizado em geoestatistica
e que pode ser particionada da forma:

. X1 z31,2
= [ S, % ]

onde }J; é uma matriz n; X n; das covariancias da variavel Y;, ¢ = 1,2, e X; » uma matriz n; X ng
com as covariancias cruzadas entre Y; e Y5.

Nesse contexto, a maior dificuldade é propor uma matriz Xy véalida. Modelos separa-
veis é a abordagem mais simples para resolver esse problema e de forma geral utiliza decomposicoes
os termos latentes de (6).

2.3.1 Modelo gaussiano bivariado com componente de correlacao parcialmente co-
mum

Diggle e Ribeiro Jr. (2006) propuseram uma abordagem para problemas geoes-
tatisticos bivariados, a qual é abreviada nesse trabalho por BGCCM e que utiliza as seguintes
decomposic¢oes dos campos aleatorios latentes de (6):

Zi = UOiSOi + U’iSi, 1= 1, 2, (7)

sendo 0* = (0¢1,01,002,02) um vetor de parametros de dispersao associados a (6) e Sp;, S,
Soo e Sy campos aleatorios gaussianos mutuamente independentes, com vetores de médias nulos,
variancias unitarias e correlacdes determinadas por funcoes de correlacao validas quaisquer. As
quais vao gerar empiricamente as correlacoes cruzadas entre Y; e Yo, uma vez que, as funcgoes de
correlacao adotadas para Sy; e Spo devem ser idénticas, sendo assim, trés funcoes de correlagao
validas devem ser adotadas e utiliza-se somas das mesmas para gerar uma matriz Yy valida.
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Logo, (6) fica da seguinte maneira:

Yi =1 + 001501 + 0151
Yy = po + 002502 + 025

Definindo Y;(s;) e Y;(sx) como observagoes de Y; feitas em duas localizag¢oes quaisquer
S; e Sk, que estao separados por uma distancia euclidiana h, para todo [,k = 1,2,...,n;, e i =
1,2, tem-se que o elemento X; k) ¢ dado por Cov(h) = og;po(h) + oZpi(h), sendo py e p; as
funcoes de correlagao adotadas para Sy; e S;, respectivamente. Utilizando propriedades bésicas
de covariancias, pode-se encontrar X o, que € igual a 09100202, sendo Ry uma matriz n; X ny das
correlacoes cruzadas entre as respostas e depende da funcao de correlacao adotada para Sp; e Sps.
Dessa forma Xy fica completamente estruturada. Por simplicidade, suponha que existam apenas
duas localizacoes amostradas, logo:

gy + 0t agipo(h) + atpi(h) 001002 00100200(h)
- ag1po(h) + aipi(h) gy +0f 70100200(h) 701002
v 001002 001002p0(h) 0y + 03 0tap0(h) + 05pa(h)
00100200 (h) 001002 oapo(h) + a3 pa(h) 04y + 03

Sendo assim, a distribui¢ao de probabilidade do vetor Y = (Y7, Y3) esta estabelecida
e depende do vetor de parametros 0 = (5%, 0%, ¢§, o7, ¢5), onde 5* é um vetor de parametros
associado a p e ¢ ¢ um vetor de parametros associado a escolha da fungdo p;, para todo j =
0,1,2. Para fazer a estimacao dos parametros e a predicao espacial pode-se utilizar as mesmas
técnicas envolvidas nos modelos geoestatisticos univariados. No entanto, é necessario utilizar mais
reparametrizacoes de 6 para encontrar a funcao de verossimilhanca concentrada.

2.3.2 Modelo bivariado de co-regionalizagao

Gelfand et al. (2004) propos uma abordagem concorrente ao BGCCM para encontrar
uma estrutura paramétrica valida para Xy, que é abreviada por BCRM. Nesta abordagem os
termos latentes de (6) sdo decompostos da seguinte forma:

Zy = 011511
Zy = 012512 + 02252

sendo S11, S12 e See campos aleatorios gaussianos mutuamente independentes, com vetores de mé-

dias nulo, variancia unitaria e com correlacoes determinadas pela escolha de funcoes de correlagao

conhecidamente validas. A escolha para Si; e Si2 deve ser idéntica, ou seja, agora a variavel Y;

possui apenas um termo de correlagdo, que é comum as duas variaveis. Gelfand et al. (2004)

mostram mais detalhes sobre essa abordagem do ponto de vista de modelos geoestatisticos.
Utilizando o BCRM a expressao (6) é representada da seguinte forma:

Yy =1 + 01151
Yy = o + 012512 + 09259

Definindo Y;(s;) e Y;(sx) como observagoes feitas da resposta Y; em duas localizagoes
quaisquer s; e S, separadas por uma distancia euclidiana h, para todo [,k =1,2,....,n; e i = 1,2,
tem-se que o elemento X ) é dado por Cov(h) = of;pi(h) e o elemento X)) ¢ dado por
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Cov(h) = oi,p1(h) + 03,pa(h), onde p; e py sdo as fungoes de correlagao adotadas. Utilizando
propriedades basicas de covariancias, pode-se encontrar X o, que é igual a 01101221, onde ) é
uma matriz n, X ny das correlacoes cruzadas entre as respostas e depende apenas da funcao de
correlacao adotada para Y;. Dessa forma Yy fica completamente estruturada. Por simplicidade,
suponha que existam apenas duas localizacoes amostradas, logo:

‘7%1 U%lﬂl(h) 011012 01101201(h)
¥, = at1pi(h) ot o11012p1(h) 011012
011012 01101201<h) 0%2 + 032 ‘7%201(]1) + U§2P2(h)
onoepi(h)  onow  ofypi(h) + 03.p2(h) 01y + 03

Sendo assim, a distribui¢ao de probabilidade do vetor Y = (Y7, Y3) esta estabelecida
e depende do vetor de parametros 0 = (8%, 0", ¢7, ¢3), onde 5* é um vetor de parametros associado
a p e ¢; € um vetor de parametros associado a escolha da fungao pj, para todo j = 1,2. Para fazer
a estimacao dos parametros e a predicao espacial pode-se utilizar as mesmas técnicas envolvidas
nos modelos geoestatisticos univariados. No entanto, é necessario utilizar mais reparametrizagoes
de ¢ para encontrar a funcao de verossimilhanca concentrada.
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3 MATERIAL E METODOS

Alguns trabalhos recentemente publicados vém utilizando modelos geoestatisticos
bivariados para estruturar a dependéncia espacial entre e dentre campos aleatorios de interesse.
No entanto, nao existem pesquisas comparando o BGCCM e o BCRM sob o enfoque frequentista
de estimagao. Esse trabalho concentra-se em utilizar tais modelos e verificar suas vantagens e
desvantagens em analise de dados.

Com o intuito de verificar a qualidade das estimativas por méaxima verossimilhanca
e das krigagens utilizando os modelos geoestatisticos bivariados, inicialmente foi conduzido um
estudo de simulagao com diversas configuracoes para o BGCCM e o BCRM.

Apos o estudo de simulagao foram analisados dados observacionais provinientes de
uma pesquisa sobre qualidade do solo de uma propriedade agricola.

Cabe ressaltar que todas as anélises e resultados foram obtidos através do ambiente
R de programacgao (R Development Core Team, 2006), sendo que o pacote mais utilizado foi o
geoR (Ribeiro Jr. e Diggle, 2001), no entanto, para os modelos bivariados a maioria das tecnicali-
dades nao estd implementada nos pacotes do R, sendo assim, consta no apéndice as programagoes
utilizadas.

3.1 Estudo de Simulacao

Essa fase do trabalho é muito importante para detectar se existem possiveis pro-
blemas com os modelos geoestatisticos bivariados e verificar as vantagens e desvantagens de cada
abordagem considerada. Nesse contexto, foram selecionadas 3 configuracoes amostrais de locali-
zagoes espaciais para cada abordagem e foram simulados 1000 conjuntos de dados dentro de um
quadrado de lado igual a 1 e com grid irregular para cada configuragao. Para avaliar as precisoes
das estimativas e das predigoes espaciais, cada vetor Y = (Y7,Ys) de dados simulados foi divi-
dido em um grupo de modelagem e um grupo de controle. O grupo de modelagem foi utilizado
para ajustar os modelos bivariados e o grupo de controle, que possui 20 observacoes de cada res-
posta e suas respectivas localizacoes espaciais, foi utilizado para avaliar os erros de predi¢ao nas
localizagoes desse grupo.

Para simular observacoes com o BGCCM, foram considerados os parametros de
média e variabilidade sempre fixos em p; = 150, po = 60, 0g1 = 8, 01 =4, 02 = D e 09 = 2,
logo, Var(Y:) = 03, + 01 = 80, Var(Y1) = 03, + 03 = 29. A proposta de Matérn foi adotada para
as trés fungoes de correlacao, ¢g = 0,25, ¢1 = 0,2, ¢ = 0,2, kg = 0,5, k1 = 0,5 e Ky = 0,5.
Utilizando essa configuragao paramétrica tem-se que os dois campos aleatorios sao homogéneos e os
parametros escolhidos para estruturar as correlagdes geram alcances praticos, distancia h em que as
p(h) = 0.05, aproximadamente iguais a 0,75, 0,60 e 0, 60 para po, p1 € p2, respectivamente. J& para
a amostragem de localizacoes, foram consideradas trés configuracoes distintas: na primeira foram
utilizados n; = ny = 100 e as localizacoes das duas respostas completamente coincidentes, dados
co-locados; na segunda foram utilizados dados completamente co-locados, porém desbalanceados,
sendo n; = 100 e ny = 50; e na ultima configuracao foi considerado n;=ny = 100 porém apenas
metade dos dados co-locados.

Com o BCRM, foram consideradas as configuracoes das localizacoes e dos parame-
tros de média identicas as do BGCCM. Os demais parametros foram fixos em oy = 9, 015 = 5,
0y =2, 91 =0,25 ¢ =0,2, Ky = 0,5 e ko = 0,5. Tais configuracoes foram utilizadas para gerar
caracteristicas similares as da outra abordagem, sendo assim, comparacoes entre as abordagens
sao mais faceis de ser realizadas.

Os parametros foram estimados por maxima verossimilhanca em cada uma das ob-
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servacoes de Y utilizando o mesmo modelo do qual a observacao é proviniente. Para facilitar
a estimacao de 6 foram utilizadas reparametrizacbes. No BGCCM foram definidos ¢ = oy,
N = 002/001, Y1 = 01/001 € Vo = 03/001, ja no BCRM foram utilizados o = 011, v1 = o12/011
e Vy = 093/011. Nas duas abordagens pode-se escrever Yy = o2V, sendo assim, existe forma
analitica para i e 0 e V' é funcao dos demais parametros, os quais foram estimados maximizando
a fun¢ao de maxima verossimilhanga concentrada pelo método de Nelder e Mead (1965).

As tecnicalidades para encontrar 0 e sua distribuicao de probabilidade assintotica
sao similares as utilizadas nos modelos geoestatisticos univariados, onde foi utilizada a propriedade
de invariancia para calcular todas as estimativas e o método Delta para encontrar a matriz de
variancia de #. Cabe ressaltar que, em nenhum caso foram estimados os parametros de suavidade
das func¢oes de correlacao, os mesmos foram considerados fixos.

Para avaliar a qualidade das estimativas, foram utilizados erros absolutos médios e
erros quadréticos médios.

Cada vetor de parametros estimados foi utilizado para fazer as krigagens dos campos
aleatorios nas localizacoes do grupo de controle. Sendo assim, para cada modelo ajustado, existem
20 valores observados de cada resposta e suas predicoes espaciais. Para avaliar a precisao dessas
predicgoes, foram calculados intervalos de confianca marginais para as predicoes, erros quadréticos
médios e erros absolutos médios.

3.2 Dados sobre a qualidade do solo

Os dados analisados com as técnicas apresentadas foram obtidos por meio de uma
pesquisa realizada em julho 2006 na fazenda Tupa, localizada no municipio de Echaporan/SP, que
possui 51,8ha de area, solo argissolo de textura média e dois histéricos de manejo distintos, soja
numa regiao e pastagem na outra. Para analisar as variaveis quimicas do solo, foram amostradas
67 localizacoes, com grid regular a cada hectare, georeferenciadas no sistema Universal Transverse
Mercatur (UTM). Com a utiliza¢ao de um aparelho GPS foram medidos os atributos de interesse.

Dois parametros quimicos do solo levantados pelos pesquisadores serao modelados
nesse trabalho: saturacao por bases e pH do solo, a primeira variavel ¢ uma medida de capacidade
do solo reter bons nutrientes N, P, K, Ca, Mg e a segunda variavel mede a acidez do solo, sendo que,
existe uma forte correlacao entre essas duas respostas, o que justifica a tentativa de modelagem
bivariada.

Uma anélise exploratoéria inicial dos dados foi conduzida utilizando graficos e me-
didas descritivas, os quais detectaram padrao espacial das variaveis quimicas. Do ponto de vista
geoestatistico, o pH e a saturacao por bases sao dois campos aleatérios gaussianos e latentes.
A intuigdo inicial é que seja ajustado individualmente o modelo (1) para cada vetor de valores
observados, que foram notados por Y; e Y, para a saturacao por base e o pH, respectivamente.
Entao Y; segue uma distribuicao gaussiana 67-variada, com matriz de covariancias X; e vetor de
médias p; = X;37, onde X; é uma matriz 67 X p com o intercepto e p — 1 possiveis covariaveis e
B um vetor p X 1 com os parametros associados a ;.

Utilizando os resultados da anédlise exploratoria, foram consideradas trés formas
diferentes para X;, média constante, média com tendéncia induzida pela drea de manejo e média
com tendéncia induzida pela coordenada oeste-leste das localizagoes amostradas. Foi utilizada
a familia de funcoes de correlagao de Matern para estruturar a matriz 67 x 67 de correlacoes,
considerando o parametro de suavidade s fixo nos valores 0,5, 1, 1.5, 2, 2.5, logo, ¢! depende
apenas de ¢;. Combinando as diferentes escolhas de k e X; foram ajustados diversos modelos.
As estimativas paramétricas foram calculadas por maxima verossimilhanca, onde foi utilizado a
reparametrizagao v; = 7;/0; e 0 método numérico de Nelder e Mead (1965) para encontrar as esti-
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mativas qz/S\Z e ; que maximizam a fun¢ao de méxima verossimilhanca concentrada, logo, utilizando
a propriedade de invariancia dos estimadores em questao foram feitas as demais estimativas de
interesse.

Os valores dos maximos estimados da funcao de méxima verossimilhanga concen-
trada e o Critério de Informagao de Akaike (AIC) foram utilizados para selecionar o modelo final
de cada atributo. Com os parametros estimados dos modelos finais foram conduzidas as krigagens
ordinarias para as variaveis quimicas do solo. Por tdltimo, uma analise de residuos foi realizada
para verificacao de pressupostos dos ruidos brancos, os quais se comportaram conforme o esperado.

Apobs estudo individual de cada varidvel quimica, foram ajustados modelos biva-
riados para o vetor Y = (Y7,Y3), utilizando as proposigoes de Diggle e Ribeiro Jr. (2006) e de
Matheron (1982). Nas duas abordagens foi utilizado u = X3*, onde X é uma matriz 134 X p
contento um intercepto para cada resposta e p — 2 possiveis covariaveis e * é um vetor p x 1
com os parametros de média associados a Y. Para estruturar >y somente funcoes de correlacao
da familia de Matérn foram utilizadas, sendo que o parametro x foi sempre considerado fixo em
valores similares aos modelos univariados.

Combinando diferentes de escolhas de xk e X, diversos modelos foram ajustados.
Em todos os casos o vetor de parametros 6 foi estimado por maxima verossimilhanca, sendo que
foram utilizadas as mesmas tecnicalidades dos modelos univariados. No BGCCM foi lancado
mao das reparametrizagoes o = o1, eta = 0g2/001, V1 = 01/001 € Vo = 09/0¢1 € no BCRM das
reparametrizogoes o0 = 01, vy = 012/011 € Vo = 099/011. Entdo, nas duas aboragens existe forma
analitica para os estimadores de 3* e 02, que sdo funcao dos demais parametros, os quais foram
estimados pelo método de Nelder e Mead (1965). Utilizando a propriedade de invariancia dos
estimadores foi possivel encontrar estimativas para todos os parametros dos modelos. Quanto a
selecao de modelos e a krigagem, as mesmas ferramentas dos modelos univariados foram utilizadas.

A abordagem de modelos geoestatisticos bivariados é uma possibilidade para esse
conjunto de dados, uma vez que, os dois atributos quimicos em questao sao altamente correla-
cionados e a coleta da informacao sobre a saturacao por bases é mais dispendiosa. Como a fazenda
continuara sendo monitorada periodicamente, é interessante estruturar a correlacao espacial entre
e dentre os atributos, pois nas proximas analises de solo é possivel amostrar menos pontos geo-
referenciados para observar a saturacao por bases e utilizar a informacao do pH para fazer boas
inferéncias. Para exemplificar tal tecnicalidade, a amostra da saturacao por bases foi dividida em
uma subamostra de modelagem e uma subamostra de controle, que contém 47 e 20 observagoes,
respectivamente. O grupo de modelagem foi utilizado para modelar novamente a saturacao por
bases sob as abordagens uni e bivariadas, cabe ressaltar que nos modelos bivariados foi utilizada
a informagao completa do pH. Com os parametros estimados foram calculadas as predig¢oes da
saturagao por bases nas localizagoes do grupo de controle. Para comparar as metodologias, por
ultimo foram calculados os erros de krigagem sob cada abordagem.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Estudo de simulagao

Este topico tem o objetivo de avaliar a qualidade das estimativas paramétricas por
maxima verossimilhanca e da capacidade de predicao espacial sob as duas abordagens de modelos
geoestatisticos bivariados considerados nesse estudo.

4.1.1 Modelos bivariados com dados co-locados e balanceados

As Tabelas 1 e 2 mostram as estatisticas descritivas das estimativas paramétricas por
maxima verossimilhanca do BGCCM e do BCRM, respectivamente. As estimativas dos parametros
de média se comportaram bem, uma vez que os valores de média e mediana se aproximam muito
dos valores utilizados na simulacao e existe uma pequena amplitude nas estimativas. Com relacao
aos parametros de variabilidade e de correlacao, nas duas abordagens as estimativas possuem uma
maior amplitude e em sua maioria ocorre uma pequena subestimacao em média.

Tabela 1 - Estatisticas descritivas das estimativas por méxima verossimilhanca dos paramétros do
BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-locados e balanceados

#  minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
B 137,03 147,39 150,01 149,99 152,48 161, 82
Bo2 52,18 58, 56 60, 02 59,98 61,43 66, 32

oo 4,13 6,24 7,22 7,41 8,35 16, 47
o >0,001 2,14 3,58 3,18 4,29 7,81
o0 2,12 3,82 4,44 4,58 5,17 9,11
oy >0.001 0,38 1,65 1,54 2,40 5,20
¢ 0,05 0,14 0,19 0,22 0,27 1,00
¢y >0001 0,11 0,15 0,19 0,22 1,00
¢ >0001 0,11 0,17 0,21 0,28 1,00

Tabela 2 - Estatisticas descritivas das estimativas por méxima verossimilhanca dos paramétros do
BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-locados e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
Bor 138,39 147,67 150,07 149,99 152,45 162,05
Bo2 53,86 58,63 60,03 59,98 61,37 67,17

on 5,19 7,40 8,16 8,41 9,12 16, 00
o 2,69 4,10 4,54 4,68 5,14 9,55
Toy 1,22 1,66 1,84 1,88 2,05 3,21
¢y 0,07 0,16 0,20 0,22 0,26 0,79
$s 0,06 0,13 0,16 0,18 0,22 0,58

As Tabelas 3 e 4 mostram as estatisticas descritivas das variancias das estimativas
paramétricas sob as duas abordagens de modelos considerados. De forma geral, as variancias das
estimativas sao relativamente pequenas. O BCRM resultou variancias das estimativas com menor
amplitude.
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Tabela 3 - Estatisticas descritivas das varidncias das estimativas por maxima verossimilhanca dos
paramétros do BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-locados
e balanceados

0  minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo

Bor 0,78 4,97 8,58 12,03 15,10 137,48
Boa 0,40 1,81 3,06 4,40 5,55 43,38
oo 0,04 0,10 0,13 0,14 0,17 0,68
o >0,000 0,04 1,93 28,97 9,63  2467,42
o0 0,01 0,07 0,33 4,78 1,67 386,51
oo >0001 0,12 0,42 6,93 1,92 797,07
¢ 0,00 0,00 0,002 0,01 0,009 2,48
¢ 0,00 0,00 0,003 0,04 0,01 2,56
ds 0,00 0,00 0,002 0,07 0,02 7,70

Tabela 4 - Estatisticas descritivas das varidncias das estimativas por maxima verossimilhanca dos
paramétros do BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-locados e
balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo

Bor 0,96 5,42 8,55 12,36 14,22 106, 43
Boz 0,59 2,07 3,10 4,31 5,03 36,35
o 0,07 0,14 0,17 0,18 0,21 0,64
o2 0,04 0,08 0,09 0,10 0,11 0,37
oy 0,04 0,13 0,19 0,23 0,29 1,41
¢ >0,001 0,003 0,005 0,02 0,01 0,48
¢y >0,001 0,002 0,003 0,007 0,07 0,15

Com as variancias das estimativas calculadas, a primeira intuicao é que sejam cal-
culados intervalos de confianca marginais ou conjuntos para os parametros. Esses intervalos nao
sao precisos e existem outros problemas com esse tipo de anélise. Como em modelos geoestatisti-
cos geralmente existe apenas uma observagao de um campo aleatorio, ha problema com a teoria
assintotica para os estimadores de méxima verossimilhanga. Outro problema ¢ que a distribuigao
assintotica de 0 considera independéncia entre os parametros estimados com féormulas analiticas
e os parametros estimados por métodos numeéricos. Além disso, a matriz de covariancias dos
parametros associados a funcao de verossimilhanca concentrada é estimada através da matriz de
informacao observada de Fischer, que nesse caso é estimada através da matriz hessiana resultante
do método numérico, que em muitos casos possui comportamento estranho, possivelmente devido
a instabilidade computacional.

Para contornar os problemas com os intervalos de confianca, pode-se adotar a abor-
dagem com funcoes de verossimilhanca perfilada. Essa técnica demanda muito tempo computa-
cional, fato que nesse estudo de simulagao inviabilisou sua utilizacao.

As Tabelas 5 e 6 trazem os erros absolutos e quadraticos médios dos parametros nas
1000 estimagoes paramétricas de cada abordagem. As estimativas erraram relativamente pouco
com relagao aos parametros de simulacao, sendo que, o BCRM estima os parametros com um
pouco mais de precisao.
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Tabela 5 - Erros absolutos médios e erros quadraticos médios das estimativas por méxima verossi-
milhanca dos paramétros do BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com
dados co-locados e balanceados

Estatistica (o Bo2  om o1 Op2 02 ®o 1 O2
EAM 2,98 1,71 1,44 1,41 0,93 1,01 0,094 0,102 0,116
EQM 14,04 4,79 3,17 3,65 1,27 1,52 0,015 0,021 0,024

Tabela 6 - Erros absolutos médios e erros quadraticos médios das estimativas por maxima verossi-
milhanca dos paramétros do BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados
co-locados e balanceados

Estatistica (o1 Boo 011 012 02 O ®2
EAM 2,89 1,67 1,33 0,76 0,26 0,08 0,06
EQM 13,17 4,46 2,66 0,83 0,10 0,01 0,005

Apos as estimagoes paramétricas foram conduzidas as krigagens dos dois campos
aleatorios nas localizagoes dos grupos de controle. Para cada amostra foram calculados os erros
absolutos e quadraticos médios de predicao. As Tabelas 7 e 8 apresentam as estatisticas descritivas
dessas medidas de erro. Os dois modelos se mostraram muito eficientes para predicao espacial.

Tabela 7 - Estatisticas descritivas dos erros de krigagens com as estimativas paramétricas do
BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-locados e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EAMy, 1,79 3,29 3,78 3,83 4,30 6,21
EAMy, 1,14 2,00 2,30 2,31 2,58 4,06
EQMy, 5,67 17,29 22,24 23,56 28,55 54,45
EQMy, 2,05 6, 32 8,13 8,50 10,20 21,95

Tabela 8 - Estatisticas descritivas dos erros de krigagens com as estimativas paramétricas do BCRM,
usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-locados e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EAMy, 1,35 3,24 3,71 3,76 4,21 6, 87
EAMy, 1,00 2,00 2,27 2,29 2,58 3,75
EQMy, 3,06 16, 52 21,40 22,68 27,33 57,87
EQMy, 1,64 6, 22 7,97 8, 38 10,04 21,09

As Tabelas 9 e 10 corroboram a idéia de boa precisao das predi¢oes, uma vez que, as
médias das variancias de predi¢ao sao pequenas. Com essas variancias foram construidos intervalos
de confianca para as krigagens, nas duas abodagens mais de 95% de todos os intervalos de confianga
contemplam os valores simulados das duas respostas dos grupos de controle.
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Tabela 9 - Estatisticas descritivas das médias dos erros padroes de krigagens com as estimativas
paramétricas do BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-
locados e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EPy, 3,70 4,52 4,74 4,75 4,99 5,83
EPy, 2,21 2,71 2,84 2,85 2,98 3,68

Tabela 10 - Estatisticas descritivas das médias dos erros padroes de krigagens com as estimativas
paramétricas do BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-locados
e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EPy, 3,80 4,46 4,68 4,70 4,93 5,93
EPy, 2,26 2,71 2,86 2,86 3,00 3,54

4.1.2 Modelos bivariados com dados co-locados e desbalanceados

As Tabelas 11 e 12 mostram as estisticas descritivas das estimativas para essa con-
figuracao amostral. Os resultados sao bem parecidos com os da configurcao do tépico anterior.

As Tabelas 13 e 14 apresentam os resultados das variancias das estimativas por
méaxima verossimilhanca, os resultados também sao similares aos da configuracao com dados co-
locados e balanceados.

As Tabelas 15 e 16 apresentam as estatisticas descritivas das medidas de erro de
estimacao das duas abordagens de modelos bivariados. Os dois modelos estao errando pouco na
estimacao, mas o BCRM se mostrou um pouco mais eficiente do que o BGCCM.

Com relagao as predigoes espaciais, os resultados sao bem parecidos aos da tltima
configuracao analisada. Os dois modelos sao eficientes para fazer krigagem. As Tabelas de 17 a
20 apresentam os resultados.

Tabela 11 - Estatisticas descritivas das estimativas por méaxima verossimilhanca dos paramétros do
BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-locados e desbalan-
ceados

@  minimo 1° quartil mediana média 3° quartil méaximo
Bor 137,94 147,31 149,96 149,92 152,32 161,64
Bo2 52,05 58, 55 60,01 59,95 61,38 66, 44

oo 3,68 6,22 7,22 7,43 8,42 16, 46
o >0,000 2,09 3,54 3,12 4,18 8,77
ooy 2,22 3,81 4,42 4,55 5,17 8,50
oy >0.001 0,01 1,59 1,47 2,35 5,62
do 0,05 0,14 0,20 0,22 0,27 0,98
¢ >0.001 0,10 0,16 0,20 0,24 1,00

92 > 0.001 0,09 0,16 0,20 0,28 1,00




Tabela 12 - Estatisticas descritivas das estimativas por maxima verossimilhanca dos paramétros do
BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-locados e desbalanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
Bor 138,39 147,62 150,00 149,99 152,46 162,05
Bo2 54,00 58,52 60,01 59,97 61,43 67,45
o1 5,00 7,38 8,16 8,39 9,12 16, 00
o1 2,76 4,05 4,55 4,68 5,17 10, 30
oy 1,11 1,62 1,83 1,85 2,04 3,46
01 0,07 0,16 0,20 0,22 0, 26 0,79
02 0,03 0,12 0,16 0,17 0,21 0,80

Tabela 13 - Estatisticas descritivas das varidncias das estimativas por maxima verossimilhanca dos
paramétros do BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-
locados e desbalanceados

0  minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
Bo1 0,78 4,95 8,82 11,98 14,95 137,19
Boz 0,35 1,78 3,12 4,37 5,40 35, 87
oo01 0,05 0,13 0,17 0,19 0,24 0,90
o > 0,001 0,05 1,46 27,11 8,85 2164, 17
002 0,02 0,08 0,31 4,51 1,59 595, 88
oy >0.001 > 0.001 0,30 5,74 1,50 460, 65
oo 0,00 0,00 0,001 0,01 0,007 0,80
01 0,00 0,00 0,002 0,18 0,01 74,62
02 0,00 0,00 0,001 0,18 0,02 53,89

Tabela 14 - Estatisticas descritivas das varidncias das estimativas por méxima verossimilhanca dos
paramétros do BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-locados

e desbalanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
Bor 0,93 5,39 8,49 12,31 14,20 106, 45
Boz 0,58 2,08 3,18 4,32 5,06 42,01
o 0,08 0,18 0,22 0,24 0,28 0,85
o1, 0,06 0,12 0,15 0,16 0,18 0,65
095 0,05 0,14 0,20 0,25 0,31 2,69
1 >0,001 0,003 0,006 0,02 0,01 0,47
¢, >0,001 0,002 0,004 0,01 0,01 0,61

28
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Tabela 15 - FErros absolutos médios e erros quadréticos médios das estimativas por méxima verossi-
milhanca dos paramétros do BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com
dados co-locados e desbalanceados

Estatistica By Bo2  om o1 Op2 02 ®o 1 O2
EAM 2,91 1,71 1,44 1,41 0,94 1,02 0,095 0,109 0,123
EQM 13,50 4,85 3,10 3,81 1,30 1,58 0,015 0,024 0,026

Tabela 16 - Erros absolutos médios e erros quadraticos médios das estimativas por maxima veros-
similhanc¢a dos paramétros do BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com
dados co-locados e desbalanceados

Estatistica By Boz o011 o122 O P P2
EAM 2,80 1.67 1,34 078 0.20 0,08 0,07
EQM 13,05 4,42 2,71 0,94 0,12 0,01 0,007

Tabela 17 - Estatisticas descritivas dos erros de krigagens com as estimativas paramétricas do
BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-locados e desba-

lanceados
0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil méaximo
EAMy, 1,83 3,29 3,76 3,82 4,28 6,18
EAMy, 1,22 2,09 2,40 2,41 2,70 4,04
EQMy, 5,94 17,10 22,11 23,40 28,13 54,63
EQMy, 2,30 6,96 8,90 9,29 11,17 23,56

Tabela 18 - Estatisticas descritivas dos erros de krigagens com as estimativas paramétricas do
BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-locados e desbalan-

ceados
0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil méaximo
EAMy, 1,35 3,23 3,71 3,76 4,21 6,87
EAMy, 1,11 2,03 2,31 2,34 2,60 3,91
EQMy, 3,06 16, 52 21,28 22,66 27,33 o7, 87
EQMy, 1,81 6,44 8,28 8,74 10,55 21,09

Tabela 19 - Estatisticas descritivas das médias dos erros padroes de krigagens com as estimativas
paramétricas do BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-
locados e desbalanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EPy, 3,71 4,54 4,74 4,77 5,01 6,01
EPy, 2,22 2,77 2,94 2,96 3,16 3,81
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Tabela 20 - FEstatisticas descritivas das médias dos erros padroes de krigagens com as estimativas
parameétricas do BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-locados
e desbalanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EPy, 3,76 4,46 4,68 4,70 4,93 5,93
EPy, 2,15 2,76 2,91 2,92 3,08 3,76

4.1.3 Modelos bivariados com dados 50% co-locados e balanceados

As Tabelas de 21 a 30 mostram que os resultados com essa configuragao sao parecidos
com os resultados das demais configuracoes.

De forma geral, a configuracao das localizagoes amostrais aparentemente nao influ-
encia muito na estimacao dos parametros e na predicao espacial.

Tabela 21 - Estatisticas descritivas das estimativas por méaxima verossimilhanca dos paramétros
do BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados 50% co-locados e
balanceados

#  minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
Bon 137,86 147,60 150,17 150,12 152,54 163, 84
Bo2 52,90 58,57 60, 15 60, 09 61,52 66, H4

oo 4,02 6,22 7,21 7,42 8,30 16, 64
o >0,000 2,21 3,56 3,13 4,24 8,18
o0 2,30 3,92 4,49 4,59 5,20 9,21
oy >0001 0,01 1,62 1,50 2,45 4,82
¢ 0,06 0,15 0,20 0,22 0,27 1,00
¢ >0001 0,10 0,15 0,18 0,23 1,00
¢ >0001 0,10 0,18 0,22 0,30 1,00

Tabela 22 - Estatisticas descritivas das estimativas por maxima verossimilhanca dos paramétros do
BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados 50% co-locados e balancea-
dos

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
Bor 135,74 147,46 149,67 149,81 152,10 163, 08
Boz 52,13 58,58 59,79 59, 82 61,16 67,26

on 5,34 7,45 8,20 8,42 9,21 15,77
o 2,75 4,12 4,56 4,68 5,15 8,63
oe 1,19 1,63 1,81 1,85 2,01 3,27
¢ 0,08 0,17 0,20 0,22 0,26 0,75

¢o 0,004 0,12 0,16 0,17 0,21 0,69




Tabela 23 - Estatisticas descritivas das varidncias das estimativas por maxima verossimilhanca dos
paramétros do BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados 50%
co-locados e balanceados

¢  minimo

19 quartil mediana média 3° quartil méximo
Bor 0,67 4,85 8,32 11,06 13,27 140, 18
Loz 0,30 1,84 2,95 4,04 5,01 42,79
o 0,04 0,10 0,13 0,14 0,17 0,70
o1 > 0,001 0,04 1,54 25,95 7,18 3974,537
ooz 0,01 0,06 0,32 4,26 1,30 500, 87
o, >0.001 > 0.001 0,31 11,50 1,52 3236.42
o 0,00 0,00 0,001 0,01 0,007 1,59
¢ 0,00 0,00 0,002 0,13 0,01 28, 20
¢ 0,00 0, 00 0,001 0,19 0,02 47,58

Tabela 24 - Estatisticas descritivas das variancias das estimativas por méxima verossimilhanca dos
paramétros do BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados 50% co-
locados e balanceados

0  minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
Bo1 1,04 5,40 8,08 11,06 13,76 102,51
Boz 0,63 1,96 2,86 3,77 4,69 30,74
o11 0,07 0,14 0,17 0,18 0,21 0,62
012 0,05 0,10 0,12 0,12 0,14 0,41
022 0,05 0,13 0,18 0,24 0,27 2,22
¢ > 0,001 0,003 0,005 0,01 0,01 0,38
¢y > 0,001 0,002 0,004 0,009 0,008 0,31

Tabela 25 - Erros absolutos médios e erros quadréticos médios das estimativas por méxima verossi-
milhanga dos paramétros do BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com
dados 50% co-locados e balanceados

Estatistica Gy Bo2  om o1 Og2 02 ®o o3} )
EAM 2,90 1.71 1,41 1.37 0.8% 1,06 0,087 0,103 0 125
EQM 13,41 4,47 3.03 3.63 118 1,63 0,013 0,019 0,029

Tabela 26 - Erros absolutos médios e erros quadraticos médios das estimativas por maxima veros-
similhang¢a dos paramétros do BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com
dados 50% co-locados e balanceados

Estatistica

Sor

011

012

022 ¢1

P2

EAM
EQM

2,70

1,57 1,24 0,71 0,29
11,41 3,95 2,28 0,74 0,12 0,008 0,007

0,07

0,07

31
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Tabela 27 - Estatisticas descritivas dos erros de krigagens com as estimativas paramétricas do
BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados 50% co-locados e bal-

anceados
0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EAMy, 1,78 3,12 3,55 3,59 4,06 5,94
EAMy, 0,91 1,78 2,02 2,04 2,30 3,29
EQMy, 4,90 15,05 19,53 20,60 25,46 51,98
EQMy, 1,25 5,00 6,47 6,83 8,26 17,96

Tabela 28 - Estatisticas descritivas dos erros de krigagens com as estimativas paramétricas do
BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados 50% co-locados e bal-

anceados
0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EAMy, 1,72 2,97 3,36 3,40 3,78 0,82
EAMy, 0,99 1,77 2,01 2,03 2,28 3,88
EQMy, 4,77 13, 86 17,86 18,68 22,16 50, 21
EQMy, 1,73 4,83 6,35 6,74 8,01 23,04

Tabela 29 - FEstatisticas descritivas das médias dos erros padroes de krigagens com as estimativas
parameétricas do BGCCM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados 50%
co-locados e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EPy, 3,55 4,25 4,45 4,45 4,65 5,50
EPy, 2,03 2,45 2,57 2,57 2,70 3,13

Tabela 30 - LEstatisticas descritivas das médias dos erros padroes de krigagens com as estimativas
paramétricas do BCRM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados 50% co-
locados e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EPy, 3,38 4,07 4,26 4,26 4,44 5,14
EPy, 1,97 2,44 2,55 2,55 2,66 3,06

4.1.4 Estudo cruzado dos modelos bivariados com dados co-locados e balanceados

Nas secoes anteriores foram expostos os resultados das estimacgoes paramétricas e
das predicoes espaciais utilizando o mesmo modelo do qual os dados foram simulados. Esta se¢ao
se dedica a investigar se cada uma das abordagens de modelos bivariados ¢ robusto para estimar
parametros e fazer krigagem com dados provenientes da abordagem concorrente.

As Tabelas 31 e 32 apresentam as estatisticas descritivas das estimativas paramétri-
cas. Os parametros de variancia estimados pelo BGCCM mostraram que a maior parte das vari-
abilidades das respostas esta sendo explicada pelos parametros oo, e 02, além disso, em média a
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estimativa do parametro oy foi muito pequena, fato que inflacionou as estimativas de ¢,.

As Tabelas 33 e 34 mostram que as varibancias das estimativas sao relativamente
pequenas. Cabe ressaltar que nao foi possivel calcular as medidas de erro das estimativas, pois 0s
parametros estimados sao da abordagem concorrente da utilizada na simulagao dos dados.

Como em estudos com dados georeferenciados o maior interesse é na predi¢cao espa-
cial, foram conduzidas krigagens nas localizacoes dos grupos controles do processo de simulacao.
Os dois modelos bivariados se mostraram robustos para fazer predi¢ao com a utilizacao de modelos
diferentes nos processos de simulacao e estimacao, no entanto, o BGCCM apresentou resultados
um pouco melhores. As Tabelas de 35 a 38 mostram os resultados.

Tabela 31 - Estatisticas descritivas das estimativas por maxima verossimilhang¢a dos paramétros do
BGCCM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-locados e balanceados

#  minimo 1° quartil mediana média 3° quartil méaximo
Bor 137,13 147,52 150,01 150,08 152,71 162,00
Bo2 53,05 58, 55 60,07 60, 04 61,53 67,17

oo 4,45 6,56 7.40 7,67 8,41 16, 28
o >0,001 2,34 2,79 2,50 3,15 5,47
oo 2,70 4,22 4,75 4,88 5,44 11,06
oy >0.001 >0001 0,005 0,54 1,19 3,30
¢ 0,05 0,14 0,19 0,21 0,25 0,77
¢ >0.001 0,12 0,16 0,20 0,23 1,00
¢ >0001 0,21 0,36 0,38 0,50 1,00

Tabela 32 - Estatisticas descritivas das estimativas por maxima verossimilhancga dos parameétros do
BCRM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-locados e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
Bor 137,99 147,68 149,99 149,96 152,19 161,53
Bo2 52,06 58,70 60, 00 59, 96 61,22 66, 38

on 4,89 7,46 8,24 8,40 9,17 16, 43
ol 2,12 3, 56 3,906 4,05 4,45 7,99
oo 1,78 2,46 2,72 2,78 3,02 5,16
¢ 0,07 0,16 0,20 0,21 0,25 0,93

®2 0,06 0,13 0,17 0,18 0,21 0,69




Tabela 33 - Estatisticas descritivas das varidncias das estimativas por maxima verossimilhanca dos
paramétros do BGCCM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-locados
e balanceados

6  minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo

Bor 0,76 4,79 7,83 11,34 13,28 120, 41
Bo2 0,38 1,76 2,88 4,28 4,97 55, 20
o1 0,05 0,11 0,14 0,15 0,18 0,66
o > 0,001 0,02 0,02 3,44 0,36 510, 80
o2 0,02 0,05 0,07 0,41 0,11 62, 36
oy >0.001 >0001 >0001 2,85 0,07 859, 72
éo 0,00 0,00 0,00 0,005 > 0.001 0,94
¢ 0,00 0,00 0,00 0,04 0,001 6,75
¢ 0,00 0,00 0,00 0,15 >0.001 42,84

Tabela 34 - Estatisticas descritivas das varidncias das estimativas por maxima verossimilhanca dos
paramétros do BCRM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-locados
e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo

B 0,75 5, 43 8,72 11,47 14,04 136,50
B 0,51 2,08 3,02 3,73 4,53 32,92
o 0,06 0,14 0,17 0,18 0,21 0,67
o 0,05 0,10 0,12 0,13 0,15 0,50
oy 0,11 0,28 0,40 0,51 0,61 5,24
¢y >0,001 0,003 0,005 0,01 0,01 0,81

¢ >0,001 0,002 0,003 0,008 0,007 0,30

Tabela 35 - Estatisticas descritivas dos erros de krigagens com as estimativas paramétricas do
BGCCM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-locados e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EAMy, 1,35 3,25 3,71 3,75 4,22 6,87
EAMy, 1,01 2,00 2,27 2,28 2,57 3,78
EQMy, 3,05 16,42 21,46 22,61 27,36 57,87
EQMy, 1,64 6,23 7,98 8, 36 10,03 21,13

Tabela 36 - Estatisticas descritivas dos erros de krigagens com as estimativas paramétricas do
BCRM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-locados e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EAMy, 1,79 3,28 3,75 3,80 4,29 6,21
EAMy, 1,13 2,00 2,28 2,30 2,57 4,06

EQMy, 5,80 17,32 22,04 23,37 28,21 54, 42
EQMy, 1,92 6,33 8,07 845 10,10 22,09
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Tabela 37 - Estatisticas descritivas das médias dos erros padroes de krigagens com as estimativas
paramétricas do BCRM, usando as amostras simuladas do BGCCM com dados co-
locados e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EPy, 3,69 4,53 4,76 4,77 5,02 5,96
EPy, 2,21 2,73 2,86 2,87 3,00 3,70

Tabela 38 - Estatisticas descritivas das médias dos erros padroes de krigagens com as estimativas
paramétricas do BGCCM, usando as amostras simuladas do BCRM com dados co-
locados e balanceados

0 minimo 1° quartil mediana média 3° quartil maximo
EPy, 3,76 4,46 4,69 4,70 4,94 5,93
EPy, 2,24 2,70 2,86 2,85 2,99 3,56

4.2 Estudo observacional sobre qualidade do solo

Com o intuito de apresentar as tecnicalidades da geoestatistica aplicadas a agricul-
tura de precisao, esse topico da pesquisa traz uma andlise geoestatistica detalhada do conjunto de
dados provinientes da fazenda Tupa.

4.2.1 Analise exploratoéria

A Figura 1 mostra os graficos de circulos das variaveis sob estudo, onde os circulos
representam os valores mensurados dos atributos nas 67 localizacao amostrada da propriedade
agricola. Quanto maior o circulo mais elevado é o valor observado do atributo. Essa primeira
anélise grafica evidéncia que existe um possivel padrao espacial nas variaveis, onde ha uma suavi-
dade dos processos ao longo da fazenda. A linha no meio dos graficos separa as areas com
historicos de manejo distintos: cultivo de soja e pastagem, para as regioes a direita e a esquerda,
respectivamente. A primeira area possui valores mais elevados, o que leva a possibilidade de ser
considerada essa informagao como covariavel no processo de modelagem. Além disso, os graficos
sao bem parecidos para as duas variaveis, o que corrobora a idéia de que os dados sao fortemente
correlacionados.

A Tabela 39 mostra as estatisticas descritivas do pH e da saturacao por bases,
nos dois casos a mediana é proxima da média e existe uma variabilidade relativamente pequena
dos dados. De uma maneira geral, os atributos de solo, estao bem comportados, onde h& uma
simetria moderada dos dados com relagao a média amostral e nao existem valores observados
muito discrepantes.

Tabela 39 - Médias, medianas e desvios padroes do pH e da saturacao por bases

Variavel = Mediana Média D.P.
Saturacao 56,00 53,27 10,05
pH 5,00 4,94 0,42
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Figura 1 - Gréficos de circulos - o grafico a esquerda é para a varidavel pH e o da direita é da saturacao
por bases

Os graficos dos cantos superiores esquerdos das Figuras 2 e 3 categorizam os dados
nos quartis amostrais das observacoes, onde quanto mais fria a cor menor o quartil amostral,
essas imagens corroboram a idéia que de existe padrao espacial nos dados, uma vez que, existem
conglomerados das categorias.

Os graficos dos cantos inferiores esquerdos das Figuras 2 e 3 mostram que quanto
maior o valor da coordenada x, oeste-leste, maior os valores observados dos atributos. Logo, essas
coordenadas foram consideradas como possivel covaridvel no processo de modelagem.

Para andlise exploratéria do pressuposto de gaussianiedade das respostas foram
anélisados os graficos dos cantos inferiores direitos da Figuras 2 e 3, os quais mostram as densidades
amostrais dos dados desconsiderando o possivel padrao espacial.

Como existe uma pequena fulga da distribuicao gaussiana, analises de possiveis
transformacoes de variaveis foram conduzidas, a Figura 4 mostra qual transformacao de Box-Cox
maximiza a probabilidade dos dados serem provinientes da distribuicao normal, no entanto, como
os intervalos de confianca para A contemplam o valor 1, nao foi utilizada nenhuma transformacao
das variaveis e a suposicao de campos aleatorios gaussianos homogéneos foi considerada como
valida.

Essa anélise descritiva dos dados evidenciou que as varidveis quimicas do solo
aparentemente possuem padrao espacial de variabilidade e indicou que as coordenadas oeste-leste
e a area de manejo sao possiveis covariaveis associadas as respostas.
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Figura 2 - Gréficos descritivos do padrao espacial do pH
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Figura 3 - Gréficos descritivos do padréo espacial da saturacao por bases
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Figura 4 - Graficos de possiveis transformacoes de varidveis de Box-Cox, o grafico da esquerda é
relativo ao pH e o grafico da direita é relativo & saturacao por bases

4.2.2 Modelagem univariada do pH

As Tabelas 40, 41 e 42 mostram as estimativas por maxima verossimilhanca para os
parametros dos modelos univariados ajustados para o pH considerando as trés possiveis formas
para a matriz de delineamento X: média constantes, média com tendéncia induzida pela area
de manejo e média induzida pela coordenada oeste-leste. Utilizando as diferentes abordagens
para a média, as diferentes escolhas para x nao produzem muita diferenca nas estimativas dos
parametros de média e de variabilidade, no entanto o parametro ¢ é mais afetado, o que é normal,
uma vez que, os parametros provinientes da funcao de correlagao Matern nao sao ortogonais. No
entanto os alcances praticos das correlacoes sao parecidos para essas estimativas. Com a inclusao
de covaridveis no modelo muda um pouco a relacao entre 2 e 72, onde os dois valores estimados
ficaram bem proximos e a estimativa ¢ indica que o alcance das correlacoes é menor, ou seja, as
covariaveis estao explicando, aparentemente, uma parte significativa da variabilidade dos dados.
O proximo passo é selecionar o melhor modelo geoestatistico univariado para o pH. Cabe ressaltar
que os valores estimados dos maximos dos logaritmos das fun¢oes de verossimilhanca concentrada
nao sao diretamente comparaveis, pois existem nimeros diferentes de parametros associados aos
modelos conforme a escolha de X.

Analisando os valores estimados dos maximos do logaritmo da funcao de verossi-
milhanca e os seus respectivos AIC, foi selecionado o modelo final, que é o com tendéncia induzida
pela coordenada oeste-leste e Kk = 2,5, uma vez que, esse ajuste gerou o maior méximo da funcao
alvo e o menor valor do critério de penalidade por niimero de parametros associado ao modelo.

Além de selecionar o modelo final dentre os que consideram o padrao espacial, foi
conduzida uma regressao linear simples considerando a coordenada oeste-leste como covariavel,
ou seja, o padrao dos dados é completamente aleatério. Sobre esse enfoque o AIC ficou igual a
49,8, o que afirma a idéia de que o pH possui variabilidade espacial significativa.
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Tabela 40 - Estimativas de méaxima verossimilhanca dos parametros associados ao modelo para o
pH com média constantes

6] 72 o’ o) K 1(6) AIC
4,907 0,077 0,163 560 0,5 —25,49 58,98
4,905 0,101 0,149 510,6 1 —25,69 59,38
4,904 0,106 0,251 650,5 1,5 —=25,57 59,15
4,903 0,106 0,288 569,7 2 —25,45 58,90
4,903 0,106 0,297 491,1 2,5 —25,36 58,73

Tabela 41 - Estimativas de méaxima verossimilhanca dos pardmetros associados ao modelo para o
pH com tendéncia na média induzida pela drea de manejo

Bo B ° o’ ¢ K 1(9)  AIC

-
4,725 0,397 0 0,125 49,19 0,5 —23,44 56,89
4,723 0,402 0 0,125 33,42 1 —23,35 56,70
4,723 0,403 0,014 0,111 28,43 1,5 —23,33 56,66
4,779 0,227 0,110 0,061 349,3 2 —24,86 59,73
4,786 0,204 0,109 0,086 353,1 2,5 —24,83 59,65

Tabela 42 - Estimativas de méxima verossimilhanca dos parametros associados ao modelo para o
pH com tendéncia na meédia induzida pelas coordenadas oeste-leste

Bo B 72 o’ o) K 1(6) AIC
—607,48 0,001 0 0,111 49,32 0,5 —19,66 49,31
—608,51 0,001 0 0,112 34,28 1 —19,44 48,89

0
,0

—608,33 0,001 0,112 27,58 1,5 —19,39 48,77
—608,36 0,001 0,008 0,104 24,53 2 —19,36 48,73
—608,46 0,001 0,015 0,097 22,46 2,5 —19,35 48,70

4.2.3 Modelagem univariada da saturagao por bases

Para essa variavel foram consideradas as mesmas andlises conduzidas na secao an-
terior. As Tabelas 43, 44 e 45 mostram os resultados. Novamente o melhor modelo foi o que
considera tendéncia na média induzida pela coordenada oeste-leste e kK = 2,5. O modelo de re-
gressao linear simples com a coordenada oeste-leste como covariavel gerou um AIC de 480,2, sendo
assim, para essa variavel também existe padrao espacial de variabilidade significativo.
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Tabela 43 - Estimativas de méaxima verossimilhanca dos parametros associados ao modelo para a
saturacao por bases com média constantes

g 72 o? o K 1(6) AIC
49,53 47,66 105,33 700,00 0,5 —=239,53 487,05
48,53 59,57 120,62 625,58 1  —239,76 487,51
47,98 62,40 124,31 516,78 1,5 —239,79 487,57
47,27 63,29 149,69 489,58 2 —239,75 487,50
47,18 63,51 139,18 400,00 2,5 —239,70 487,40

Tabela 44 - Estimativas de méaxima verossimilhanca dos pardmetros associados ao modelo para a
saturacao por bases com tendéncia na média induzida pela area de manejo

ﬁo ﬁl 7'2 0'2 ¢ K l(@) AIC
47,91 8,80 24,35 53,68 73,68 0,5 —238,05 486,10
47,92 8,83 38,78 39,28 59,18 1 238,01 486,01
47,92 8,86 43,35 34,69 50,33 1,5 —237,98 485,96
47,92 8,88 45,53 32,47 44,34 2 —237,96 485,92
47,93 8,89 46,79 31,18 39,98 2,5 —237,95 485,90

Tabela 45 - Estimativas de méxima verossimilhanca dos parametros associados ao modelo para a
saturacao por bases com tendéncia na média induzida pelas coordenadas oeste-leste

Bo 04 72 o’ o) K 1(0) AIC
—14297,01 0,025 8,98 59,98 54,51 0,5 —234,75 479,50
—14300,66 0,025 27,56 41,46 45,42 1  —234,72 479,44
—14300,92 0,025 33,53 35,53 39,51 1,5 —234,70 479,39
—14300,17 0,025 36,39 32,68 35,33 2 —234,68 479,36
—14298,98 0,025 38,06 31,03 32,19 2,5 —234,67 479,34

4.2.4 Krigagens

Com os modelos finais estabelecidos, foram calculadas as predicoes espaciais para
as duas varidveis quimicas do solo em uma malha de 10000 localizacoes espaciais, sendo que,
as estimativas paramétricas foram substituidas nas formulas de krigagem e variancia preditiva.
A Figura 5 mostra os mapas preditivos dos campos aleatorios. As imagens ficaram condizentes
com os dados observados, ou seja, localizacoes com menores valores para a coordenada oeste-
leste possuem, em sua maioria, valores preditos menores. Além disso, as variancias preditivas
da saturacao por bases estao todas no intervalo [12,35; 30, 21], ja para o pH os valores maximo e
minimo das variancias de krigagens ficaram iguais a 0,10 e 0,01, respectivamente. Esses valores das
variancias preditivas sao relativamenete pequenos com relacao a grandeza de escala das variaveis,
sendo assim, a precisao das krigagens ficaram em um patamar aceitavel.
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é relativo a saturacao por bases

4.2.5 Analise de residuos

A Figura 6 mostra que o comportamento dos residuos do modelo ajustado para o pH
aparentemente foge um pouco da suposicao de gaussianiedade, no entanto, o teste de normalidade
de Shapiro-Wilk resultou em um p-valor de 0,22, ou seja, nao existe evidéncias suficientes contra
a suposicao feita.

A Figura 7 mostra que para a saturacao por bases os residuos do modelos final
estao bem proximos da suposicao imposta, caracteristica corroborada pelo teste de normalidade
de Shapiro-Wilk, que gerou um p-valor de 0,97.

0.00 0.05 0.10

-0.05

-0.10

T T T T T T T T T T T T
-015  -010  -0.05 0.00 0.05 0.10 015 -2 -1 o 1 2

Figura 6 - Densidade e grafico de quartis dos resdiduos para o modelo final do pH
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Figura 7 - Densidade e grafico de quartis dos resdiduos para o modelo final da saturagdo por bases

4.2.6 Modelagem bivariada para o pH e a saturacao por bases

Com a modelagem univariada concluida, o proximo passo foi ajustar modelos bi-
variados para as respostas, em caratér descritivo foi calculada a correlacao de Pearson entre os
atributos, a estatistica resultante ficou em 0,92, o que indica uma correlacao positiva e quase
perfeita entre as duas variaveis quimicas em questao.

Para ajustar o BGCCM e o BCRM, foram utilizadas as estimativas dos modelos
univariados para atribuir valores iniciais ao método numérico de maximizacao. Trés abordagens
para modelar as médias dos campos aleatorios foram consideradas: médias constantes, médias com
tendéncias induzidas pelas coordenadas oeste-leste e médias com tendéncias induzidas pela area de
manejo do solo. As quais combinadas com diversas escolhas para os parametros de suavidade das
correlacoes geraram diversas estimativas diferentes para os parametros dos modelos. Inicialmente,
foram selecionadas as melhores estimativas em cada abordagem para a média. A Tabela 46 mostra
os resultados do BGCCM, onde nao h& muita diferenca entre os parametros de variabilidade e
correlagao estimados para cada abordagem de tendéncia, a nao ser pelo parametros ¢y, que para
a tendéncia na area de manejo ficou bem menor do que as demais, fato explicado pela adocao de
um ko maior, logo, combinando essas duas informacoes, tem-se que os alcances de correlagoes sao
bem parecidos para as trés abordagens de média.

A Tabela 47 mostra os resultados da estimagao por maxima verossimilhanca uti-
lizando o BCRM. Com esse modelo, a inclusao da covaridvel coordenada leste-oeste gerou infla-
cionamento dos parametros de variabilidade. Com relagao as demais estimativas, os resultados
sao parecidos com os do BGCCM.

As duas abordagens de modelos bivariados se mostraram estaveis para fazer esti-
magcao dos parametros, uma vez que, as estimativas dos parametros de variabilidade e de correlacao
apresentaram resultados que geram caracteristicas similares as encontradas nos modelos univari-
ados.

Nas duas abordagens, o melhor ajuste foi o que considera a area de manejo da
propriedade como covariavel, os quais geraram AIC iguais a 437,35 e 432,96 para o BGCCM e
BCRM, respectivamente. Com as estimativas finais estabelecidas é possivel pensar na krigagem
ordindria, para tal, foi utilizado o mesmo grid de pontos da krigagem da modelagem univariada.

O processo de krigagem utilizando as estimativas do BGCCM gerou variancias pred-
itivas relativamente pequenas, para a saturacao por bases os valores minimos e maximos sao 0,47
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e 58,40, respectivamente, ji para o pH esses valores ficaram iguais a 0,0001 e 0,096. Utilizando
o BCRM as variancias preditivas da saturacao por bases e do pH ficaram dentro dos intervalos
(2;60,35) e (0,002;0,098), respectivamente. As Figuras 8 e 9 ilustram os mapas preditivos utilizando
os valores estimados em cada abordagem de modelos bivariados. Nao existe muita diferenca entre
as predigoes espaciais utilizando modelos univariados ou bivariados, mas o BGCCM gerou menores
variancias de krigagem.

Com essas andlises ainda nao é possivel comparar diretamente os resultados dos
modelos geoestatisticos univariados e bivariados. A proxima secao se dedica a essa andlise.

Tabela 46 - Estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros associados ao BGCCM para a
saturacao por bases e o pH

6 Constantes Oeste-leste Area de manejo

Bo1 52,57 1,54¢ — 6 47,83
Boz 4,92 1,45e — 7 4,72
B — 8,98¢ — 5 9,46
By — 8,4le — 6 0,40
oo 8,51 8,35 6,85
o1 3,47 3,46 3,44
002 0,38 0,38 0,31
09 Te —5 e — 4 le—5
bo 59, 37 57,79 26,73
b1 46, 35 48,15 49, 08
b9 66, 82 71,59 86,95
Ko 1 1 1,5

K1 0,5 0,5 0,5

Ko 0,5 0,5 0,5

Tabela 47 - Estimativas de méxima verossimilhanga dos parametros associados ao BCRM para a
saturacao por bases e o pH

6  Constantes Oeste-leste Area de Manejo

Bor 51,76 1,5le — 6 47,93
Boz 4,89 1,43e — 7 4,72
B — 8,85¢ — 5 9,12
s — 8, 36e — 6 0, 40
o1 8,26 99,53 7,82
o1 0,31 3,67 0,28
099 0,13 1,54 0,14
b1 100, 63 100, 21 53,32
b9 21,43 21,38 19,34
K1 0,5 0,5 0,5

K9 2,5 275 275
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8 - Gréficos de predigoes espacias com o BGCCM, o grafico da esquerda é relativo ao pH e

o grafico da direita é relativo & saturacao por bas
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4.2.7 Estudo empirico de comparagao entre as abordagens univariada e bivariadas

Além da fundamentacao estatistica para considerar modelos bivariados para o pro-
blema dos dados do solo, existe a justificativa pratica para adocao de tal abordagem. A coleta de
informacao da saturacao por bases é mais dispendiosa e como a propriedade agricola continuara
sendo monitorada futuramente, é possivel que nas proximas avaliacoes do solo seja amostrado
um numero menor de localizacoes espaciais para observacao da saturacao por bases, pois pode-se
utilizar a informacao contida no pH para fazer inferéncias sobre a saturagao por bases. Ou seja, é
possivel diminuir gastos em monitoramentos de solos se forem utilizados os modelos geoestatisticos
bivariados para problemas com dados de solos, onde existem varidveis quimicas correlacionadas.

Para ilustrar essa tecnicalidade, foram omitidas do conjunto de dados 20 localizacoes
espaciais da saturacao por bases. Foram estimandod novamente, em todas as abordagens, os
parametros dos modelos finais selecionados. Ocorreu uma diferenca moderada entre os resultados
das estimativas calculadas com a omissao de localizagoes e os das calculadas com a informacao
completa da saturacao por bases. No entanto, o objetivo dessa secao é avaliar a qualidade preditiva
dos modelos univariados e bivariados.

Para verificar o ganho com a utilizacao de modelos bivariados, foi conduzida a
krigagem ordinaria da saturacao por bases nas 20 localizacoes retiradas do conjunto de dados sob
os trés modelos reajustados. A Tabela 48 mostra os resultados de predigao.

Tabela 48 - Valores observados da saturagao por bases e nao utilizados na modelagem e suas respec-
tivas predicoes utilizando os modelo univariado, o BGCCM e o BCRM

Observado Univariado BGCCM  BCRM

31 37,97514  36,70374 36,41034
52 50,31664  48,47015 48,75127
41 38,73410  43,28838 42,69730
51 42,32669  50,60234 50,66902
41 56,75724  39,95526 40,90431
43 53,03821  46,20176 46,51603
39 4436711 43,17711 42,64546
51 56,26729  48,47547 48,79987
64 46,88141  68,33242 68,03238
53 47,06461  53,68137 52,71941
47 46,36761  47,39061 46,98018
67 58,88574  70,07791 69, 85622
57 54,87683  59,06358 58,93524
26 27,61760  52,66449 52,93289
59 60,95767  54,67692 55,20092
57 56,82567  56,92622 57,16953
52 57,78833  52,64306 52,94522
61 56,38470  61,31782 61,35151
29 56,07022  54,45870 54, 30496
54 62,32295  56,91067 57,15702

A Tabela 49 apresenta os resultados descritivos das diferencas entre os valores ob-
servados e os valores preditos nas trés abordagens de modelagem. Os modelos bivariados se
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mostraram mais eficientes para fazer a krigagem, uma vez que, os desvios padroes dos erros de
krigagem sao menores do que o valor gerado pela abordagem univariada, ou seja, ha evidéncias
de que é melhor utilizar a informacao do pH para fazer as inferéncias sobre a saturacao por bases
com menos observagoes.

Tabela 49 - Médias e desvios padrdes dos erros de krigagem da saturacao por bases nas 20 localiza-
¢oes omitidas no processo de estimacao

Estatistica Univariado BGCCM BCRM
Meédia —0,34 —0,50 —0,50
Desvio Padrao 7,52 3,02 2,84
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho teve os objetivos de avaliar o comportamento dos modelos geoestatis-
ticos bivariado em conjunto com estimacao por maxima verossimilhanca e krigagem ordinéaria,
comparar as abordagens de modelos geoestatisticos bivariados, verificar a aplicabilidade dos mo-
delos bivariados com dados observacionais e suas vantagens com relagao aos modelos univariados.

O estudo de simulacao revelou que para as trés configuracoes amostrais de localiza-
¢ao as abordagens de Gelfand et al. (2004) e Diggle e Ribeiro Jr. (2006) estao gerando estimativas
precisas para os parametros, exceto pelas subestimagoes moderadas dos parametros de variabi-
lidade e correlacao. Com relagao as predigoes espaciais, as abordagens se mostram bastante
eficientes, pois geraram erros preditivos pequenos. De uma forma geral, os dois modelos bivaria-
dos considerados nesse estudo possuem comportamentos parecidos para estimacao e krigagem e
nao ha vantagens evidentes com a adogao de algumas das abordagens.

Devido a alta coplexidade paramétrica dos modelos geoestatisticos bivariados, existe
uma leve instabilidade computacional no processo de estimacao por métodos numéricos, problema
que pode ser contornado impondo algumas restri¢oes sobre a fungao alvo do processo de maxi-
mizacao numérica. Além disso, é demandado muito tempo para fazer estimacao dos paramétros
do BGCCM e do BCRM.

A anéalise dos dados observacionais do solo mostrou que os modelos geoestatisti-
cos bivariados sao uma ferramenta 1til para a agricultura de precisao, pois sua utilizacao pode
baratear os custos dos monitoramentos de solos e ao mesmo tempo gerar mapas preditivos com
alta qualidade.

Em trabalhos futuros podem ser investigadas outras configuragoes paramétricas no
estudo de simulacao, assim verificando se os modelos geoestatisticos bivariados se comportam
bem com diferentes tipos de variabilidade e de padroes de correlagao. Outra area que pode ser
estudada é a utilizagao de técnicas bayesianas em conjunto com estimagao via MCMC para o
BGCCM, assim como a utilizacao de diferentes reparametrizacoes para o BCRM.
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FHER R R R
## Exemplo de programa utilizado andlise dos dados sobre qualidade do solo#
HHEH R R
require (geoR)

require (MASS)

require (ASOR)

Attach()

### Andlise Descritiva inicial
summary (v67 .g$data)
sd(v67.g$data)

boxplot (v67.g$data)
points(v67.g)

plot (v67.g)

require (MASS)

boxcox(v67.g)

### Estimagdo AD-HOC para os chutes iniciais com tend cte
a<-variog(v67.g)

plot(a)

eyefit(a)

### Estimag8o de M.V. com tendéncia constante
estimadol_1<-1ikfit(v67.g,ini.cov.pars=c(326.29,700) ,nugget=35,
fix.kappa=TRUE, kappa=0.5)
estimadol_2<-1ikfit(v67.g,ini.cov.pars=c(326.29,625.58) ,nugget=42.1,
fix.kappa=TRUE,kappa=1)
estimadol_3<-1likfit(v67.g,ini.cov.pars=c(336.81,516.78) ,nugget=52.62,
fix.kappa=TRUE,kappa=1.5)
estimadol_4<-1ikfit(v67.g,ini.cov.pars=c(368.39,489.58) ,nugget=63.15,
fix.kappa=TRUE, kappa=2)
estimadol_b<-1ikfit(v67.g,ini.cov.pars=c(350,400) ,nugget=63.15,
fix.kappa=TRUE,kappa=2.5)

### Estimag8o de M.V. com tendéncia area
estimado2_1<-1ikfit(v67.g,trend="AREA,ini.cov.pars=c(65,300) ,nugget=45,
fix.kappa=TRUE, kappa=0.5)
estimado2_2<-1ikfit(v67.g,trend="AREA,ini.cov.pars=c(68.12,308.79)
,nugget=49.96,fix.kappa=TRUE, kappa=1)
estimado2_3<-1likfit(v67.g,trend="AREA,ini.cov.pars=c(72.66,353.59),
nugget=54.50,fix.kappa=TRUE,kappa=1.5)
estimado2_4<-1ikfit(v67.g,trend="AREA,ini.cov.pars=c(63.58,190.39),
nugget=45.41,fix.kappa=TRUE, kappa=2)
estimado2_b<-1likfit(v67.g,trend="AREA,ini.cov.pars=c(65,190.39),
nugget=45.41,fix.kappa=TRUE, kappa=2.5)
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### Estimag8o de M.V. com tendéncia nas coordenadas oeste-leste

estimado3_1<-1ikfit(v67.g,trend="coords[,1],ini.

nugget=45,fix.kappa=TRUE,kappa=0.5)

estimado3_2<-1ikfit(v67.g,trend="coords[,1],ini.

nugget=49.96,fix.kappa=TRUE, kappa=1)

estimado3_3<-1ikfit(v67.g,trend="coords[,1],ini.

nugget=54.50,fix.kappa=TRUE,kappa=1.5)

estimado3_4<-1likfit(v67.g,trend="coords[,1],ini.

nugget=45.41,fix.kappa=TRUE, kappa=2)

estimado3_5<-1likfit(v67.g,trend="coords[,1],ini.

nugget=45.41,fix.kappa=TRUE, kappa=2.5)

### Selegdo de modelo
estimadol_1$log
estimadol_2$log
estimadol_3$log
estimadol_4$log
estimadol_5$log
estimado2_1$log
estimado2_2$log
estimado2_3$log
estimado2_4$log
estimado2_5$log
estimado3_1$log
estimado3_2$log
estimado3_3$log
estimado3_4$log
estimado3_5%log

estimadol_1$AIC
estimadol_2$AIC
estimadol_3$AIC
estimadol_4$AIC
estimadol_5$AIC
estimado2_1$AIC
estimado2_2$AIC
estimado2_3$AIC
estimado2_4$AIC
estimado2_5$AIC
estimado3_1$AIC
estimado3_2$AIC
estimado3_3$AIC
estimado3_4$AIC
estimado3_5$AIC

### Com o modelo definido, iniciar a krigagem

cov

cov

cov

cov

cov

.pars=c(65,300),

.pars=c(68.12,308.79),
.pars=c(72.66,353.59),
.pars=c(63.58,190.39),

.pars=c(65,190.39),



### Estabelecendo os extremos para a o Grid de predigdo
minimo<-min(v67.g$borders[,1])

minimo

maximo<-max (v67.g$borders[,1])
minimoy<-min(v67.g$borders[,2])
maximoy<-max(v67.g$borders[,2])

### Criando Grid
gr<-expand.grid(seq(minimo,maximo,1=100),seq(minimoy,maximoy,1=100))

### Predigdo

predi<-krige.conv(v67.g,loc=gr,krige=krige.control (obj=estimado3_5))
par (mfrow=c(1,2) ,pty="s")

points(v67.g,)

image (predl,col=terrain.colors(100))

contour (predl,add=T)

image (predl,val=predi$krige.var)

contour (predl,val=predi$krige.var,add=T)

### Analisando o ruido branco
estimado3_5%$model. components[, 3]
plot(density(estimado3_5%$model.components[,3]))
qqnorm(estimado3_5$model.components[,3])
qqline(estimado3_5$model.components[,3])
shapiro.test(estimado3_5$model.components[,3])

R S
## Programa para simular dados com os modelos geoestisticos bivariados#
FHER R R

#Simulagdo com o BGCCM

require (MASS)

require(geoR)

rBGCCM_sim <- function(nl,n2,N,n_arm,perc_co_loc=1,medias=c(0,0),sigmas,phis,
kappas=c(.5,.5,.5) ,sem_grid=1,sem_cam_ale=1){
set.seed((sem_grid*3331))

grxl <- runif(nl)

set.seed((sem_grid*3771))

gryl <- runif(nl)

grl <- unname(cbind(grx1[1:n1],gry1[1:n1]))
set.seed ((sem_grid*3713))

grx2 <- runif(n2)

set.seed((sem_grid*3317))

gry2 <- runif(n2)

gr2 <- unname(cbind(grx2,gry2))
set.seed((sem_grid*3137))

grx3 <- runif(n_arm)



set.seed((sem_grid*3337))

gry3 <- runif(n_arm)

gr3 <- unname(cbind(grx3,gry3))

n <- nl+n2

n_co <- round(min(ni,n2)*perc_co_loc,0)

k1 <- c((nl+n_co+1):n)

k2 <- c(1:(n2-n_co))

k1_1 <- c((n_co+l):n1)

k2_1 <- c(1:(nl-n_co))

k3 <- c(1:n)

k4 <- c(1:n1)

k4_1 <- c(1:(nl+n_arm))

k5 <- c¢((n1+1) :n)

k5_1 <- c((nl+n_arm+1) : (n+2*n_arm))

k5_2 <- c((nl+n_arm+1): (nl+n_arm+n2))

k6 <- c(1:n2)

k6_1 <- c(1:(n2+n_arm))

k7 <- c((nl+n_arm+n_co+1): (n+n_arm))

k8 <- c(1:(n+2*n_arm))

if (n1==n2) gr <- rbind(gril,gr3,grl,gr3)

if (n1==n2 & perc_co_loc < 1) gr[k7,] <- gr2[k2,]
if (n1>n2) gr <- rbind(gril,gr3,gril[k6,],gr3)

if (n1>n2 & perc_co_loc < 1) gr[k7,] <- gr2[k2,]
if (n2>n1) gr <- rbind(gr2[k4,],gr3,gr2,gr3)

if (n2>n1 & perc_co_loc < 1) grlkl_1,] <- gri[k2_1,]
m_1 <- medias[1]

m_2 <- medias[2]

s01 <- sigmas[1]

s02 <- sigmas[3]

sl <- sigmas[2]

s2  <- sigmas[4]

phi0 <- phis[1]

phil <- phis[2]

phi2 <- phis[3]

kappa0 <- kappas[1]

kappal <- kappas[2]

kappa2 <- kappas[3]

set.seed(sem_cam_alex*31)

RO1 <- grf(n=(nl+n_arm),grid=gr[k4_1,],nsim=N,
cov.pars=c(s01~2,phi0) ,kappa=kappa0)
set.seed(sem_cam_ale*31)

RO2 <- grf(n=(n2+n_arm),grid=gr[k5_1,],nsim=N,
cov.pars=c(s02~2,phi0) ,kappa=kappa0)
set.seed(sem_cam_alex*37)

Rl <- grf(n=(nl+n_arm),grid=gr([k4_1,],nsim=N,
cov.pars=c(s1~2,phil) ,kappa=kappal)
set.seed(sem_cam_alex*71)



R2 <- grf(n=(n2+n_arm),grid=gr[k5_1,],nsim=N,
cov.pars=c(s2~2,phi2) ,kappa=kappa2)
yl <- matrix (0, (nl+n_arm),N)
y2 <- matrix(0, (n2+n_arm),N)
if (N >1){
yl <- m_1 + RO1$data + Ri$data
y2 <- m_2 + R02$data + R2$data

}

if (N == 1){

yi[,1] <- m_1 + RO1$data + Ri1$data

y2[,1] <- m_2 + R02$data + R2$data

}

saida <- list()

geol <- cbind(grlk4,],y1[k4,])

geo2 <- cbind(grl[k5_2,]1,y2[k6,1)

geo_arml <- cbind(gr3,y1[(n1+1):(nl+n_arm),])

geo_arm2 <- cbind(gr3,y2[(n2+1):(n2+n_arm),])
saida$geo_arml <- as.geodata(geo_arml,data.col=c(3:(2+N)))
saida$geo_arm2 <- as.geodata(geo_arm2,data.col=c(3:(2+N)))
saida$geol <- as.geodata(geol,data.col=c(3:(2+N)))
saida$geo2 <- as.geodata(geo2,data.col=c(3:(2+N)))
saida$geol$coords <- unname(saida$geol$coords)
saida$geo2$coords <- unname(saida$geo2$coords)
saida$geo_armi$coords <- unname(saida$geo_armi$coords)
saida$geo_arm2$coords <- unname(saida$geo_arm2$coords)
return(saida)

}

siml <- rBGCCM_sim(n1=100,n2=100,N=1100,n_arm=20,
perc_co_loc=1,medias=c(150,60) ,sigmas=c(8,4,5,2),phis=c(0.25,0.20,0.20),
kappas=c(0.5,0.5,0.5) ,sem_cam_ale=1)

#Simulagdo o BCRM

require (MASS)

require(geoR)

rBCRM_sim <- function(nl,n2,N,n_arm,perc_co_loc=1,medias=c(0,0),sigmas,phis,
kappas=c(.5,.5) ,sem_grid=1,sem_cam_ale=1){
set.seed((sem_grid*3331))

grxl <- runif(nl)

set.seed((sem_grid*3771))

gryl <- runif(nl)

grl <- unname(cbind(grx1[1:n1],gry1i[1:n1]))
set.seed((sem_grid*3713))

grx2 <- runif(n2)

set.seed((sem_grid*3317))

gry2 <- runif(n2)

gr2 <- unname(cbind(grx2,gry2))
set.seed((sem_grid*3137))



grx3 <- runif(n_arm)

set.seed((sem_grid*3337))

gry3 <- runif(n_arm)

gr3 <- unname(cbind(grx3,gry3))

n <- nl+n2

n_co <- round(min(nl,n2)*perc_co_loc,0)

k1 <- c((nl+n_co+1):n)

k2 <- c(1:(n2-n_co))

k1_1 <- c((n_co+1):nl)

k2_1 <- c(1:(nl-n_co))

k3 <- c(1:n)

k4 <- c(1:n1)

k4_1 <- c(1:(nl+n_arm))

k5 <- c((n1+1):n)

k5_1 <- c((nl+n_arm+1): (n+2*n_arm))

k5_2 <- c((nl+n_arm+1):(nl+n_arm+n2))

k6 <- c(1:n2)

k6_1 <- c(1:(n2+n_arm))

k7 <- c((nl+n_arm+n_co+1): (n+n_arm))

k8 <- c(1:(n+2*n_arm))

if (n1==n2) gr <- rbind(gril,gr3,grl,gr3)

if (n1==n2 & perc_co_loc < 1) gr[k7,] <- gr2[k2,]
if (n1>n2) gr <- rbind(gril,gr3,gril[k6,],gr3)

if (n1>n2 & perc_co_loc < 1) gr[k7,] <- gr2[k2,]
if (n2>n1) gr <- rbind(gr2[k4,],gr3,gr2,gr3)

if (n2>n1 & perc_co_loc < 1) grlkil_1,] <- gri[k2_1,]
m_1 <- medias[1]

m_2 <- medias[2]

s11 <- sigmas[1]

s21 <- sigmas[2]

§22  <- sigmas[3]

phil <- phis[1]

phi2 <- phis[2]

kappal <- kappas[1]

kappa2 <- kappas[2]

set.seed(sem_cam_ale*31)

R11 <- grf(n=(nl+n_arm),grid=gr[k4_1,],nsim=N,
cov.pars=c(s11~2,phil) ,kappa=kappal)
set.seed(sem_cam_alex*31)

R21 <- grf(n=(n2+n_arm),grid=gr[k5_1,],nsim=N,
cov.pars=c(s21~2,phil) ,kappa=kappal)
set.seed(sem_cam_ale*37)

R22 <- grf(n=(n2+n_arm),grid=gr[k5_1,],nsim=N,
cov.pars=c(s22"2,phi2) ,kappa=kappa2)

yl <- matrix(0, (nl+n_arm),N)

y2 <- matrix(0, (n2+n_arm),N)

if (N >1){



yl <- m_1 + Rii$data

y2 <- m_2 + R21$data + R22$data
}
if (N == 1){

yi[,1] <- m_1 + Ri1$data

y2[,1] <- m_2 + R21$data + R22$data
}
saida <- list(Q)
geol <- cbind(grlk4,],y1[k4,])
geo2 <- cbind(grl[k5_2,]1,y2[k6,]1)
geo_arml <- cbind(gr3,y1[(n1+1):(nl+n_arm),])
geo_arm2 <- cbind(gr3,y2[(n2+1):(n2+n_arm),])
saida$geo_arml <- as.geodata(geo_arml,data.col=c(3:(2+N)))
saida$geo_arm2 <- as.geodata(geo_arm2,data.col=c(3:(2+N)))
saida$geol <- as.geodata(geol,data.col=c(3:(2+N)))
saida$geo2 <- as.geodata(geo2,data.col=c(3:(2+N)))
saida$geol$coords <- unname(saida$geol$coords)
saida$geo2$coords <- unname(saida$geo2$coords)
saida$geo_armi$coords <- unname(saida$geo_armi$coords)
saida$geo_arm2$coords <- unname(saida$geo_arm2$coords)
return(saida)
}
siml <- rBCRM_sim(n1=100,n2=100,N=1100,n_arm=20,
perc_co_loc=1,medias=c(150,60) ,sigmas=c(9,5,2) ,phis=c(0.25,0.20),
kappas=c(0.5,0.5) ,sem_cam_ale=3)
require (ASOR)
Store(siml)

FHER R R R
## Programa para estimagdo dos pardmetros dos modelos bivariados#
FHER R

#Estimacdo para o BGCCM

require (MASS)

require (geoR)

emvBGCCM_sim <- function(geol,geo2,corr_ini,ruido=F,kappas=c(0.5,0.5,0.5)
,metodo="Nelder-Mead",inferior=-Inf,superior=Inf,
controle=1ist () ,hessiana=F){

nl <- nrow(geol$coords)

n2 <- nrow(geo2$coords)

n <- nl+n2

N <- ncol(geol$data)

if(is.null(N)) N <- 1

k1l <- c(1:n1)

k2 <- c((ni+1):n)

k3 <- c(1:n)

k4 <- c(1:n2)



dados <- matrix(0,n,N)
if(N > 1) for(i in 1:N) dados[,i] <- c(geol$datal,i],geo2$datal,i])
if (N == 1) dados[,1] <- c(geol$data,geo2$data)
dists <- unname(as.matrix(dist(rbind(geol$coords,geo2$coords)
,diag=TRUE,upper=TRUE)))
X <- matrix(c(rep(1,nl),rep(0,n2),rep(0,n1),rep(1,n2)),n,2)
kappa0O <- kappas[1]
kappal <- kappas[2]
kappa2 <- kappas[3]
ctes <- list()
ctes$nl <- nl
ctes$n2 <- n2
ctes$dados <- dados
ctes$dists <- dists
ctes$X <- X
est_num<-function(p,Ct,rui=F,kap,repet){
if ( any(p < 1e-20)) return(.Machine$double.xmax".5)
if ( any(p[4:6] > 1)) return(.Machine$double.xmax~.5)
if ( any(p > 100)) return(.Machine$double.xmax~.5)
RO <- (((2~(kap[1]-1))*gamma(kap[1]))~(-1)) x
((Ct$dists/pl[4])~(kap[1])) * besselK(Ct$dists/pl[4],nu=kap[1])
RO[ Ct$dists < 0.005 ] <- 1
R1 <- (((2~(kap[2]-1))*gamma(kap[2]))~(-1)) =
((Ct$dists/plb])~(kap[2])) * besselK(Ct$dists/p[5],nu=kap[2])
R1[ Ct$dists < 0.005 ] <- 1
R2 <- (((2~(kap[3]-1))*gamma(kap[3]1))~(-1)) x
((Ct$dists/pl6])~(kap[3])) * besselK(Ct$dists/pl[6],nu=kap[3])
R2[ Ct$dists < 0.005 ] <- 1
V1l <- RO[1:Ct$n1,1:Ct$nl] + p[2]~2 * R1[1:Ct$nl,1:Ct$ni]
V2 <- p[1]1-2 * ROL(Ct$ni+1):(Ct$n1+Ct$n2), (Ct$ni+1): (Ct$ni1+Ct$n2)] +
p[31-2 * R2[(Ct$ni+1) : (Ct$n1+CtP$n2), (CtPni+1) : (Ct$n1+Ct$n2)]
V3 <- p[1] * RO [1:Ct$n1, (Ct$ni+1): (Ct$n1i+Ct$n2)]
V <- cbind(rbind(V1,t(V3)),rbind(V3,V2))
if (rui == TRUE) {diag(V) <- diag(V) + c(rep((p[7]1~2),Ct$n1),
rep((p[8]1°2),Ct$n2))}
Vinv <- ginv(V)
tVinvX <- crossprod(Vinv,Ct$X)
Q_hat <- drop(sum(crossprod(Ct$dados[,repet],Vinv)*Ct$dados[,repet])
- crossprod(Ct$dados[,repet],tVinvX) %*%
ginv(crossprod (tVinvX,Ct$X))%*)crossprod (tVinvX,Ct$dados[,repet]))
1Q_hat <- log(Q_hat)
ldv <- log(det(V))
if(is.infinite(1Q_hat) | is.nan(1Q_hat) | is.infinite(1ldv) |
is.nan(1ldv)) return(.Machine$double.xmax~.5)
11 <- drop(-0.5%((Ct$n1+Ct$n2)*(log(2*pi)+1Q_hat-log(Ct$ni1+CtPn2)+1)+1dv))
if(is.infinite(11) | is.nan(11)) return(.Machine$double.xmax~.5)
return(-11)
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}
resultados <- 1list()
resultados$betas <- matrix(0,N,2)
colnames(resultados$betas) <- c("mul","mu2")
resultados$sigmas <- matrix(0,N,4)
colnames(resultados$§sigmas) <- c("sO01","s1", "s02","s2")
resultados$phis <- matrix(0,N,3)
colnames(resultados$phis) <- c("phiO","phil","phi2")
if (ruido == TRUE)A{
resultados$taus <- matrix(0,N,2)
colnames (resultados$taus) <- c("taul","tau2")
resultados$re_parametros <- matrix(0,N,5)
colnames (resultados$re_parametros) <- c("eta","nul","nu2","psil","psi2")
if (hessiana == TRUE){
resultados$hessiana <- matrix(0, (8*N),8)
colnames (resultados$hessiana) <- c("eta","nul", "nu2",
"phiO","phil","phi2", "psil", "psi2")
rownames (resultados$hessiana) <- rep(c("eta",'"nul","nu2",
"phiO","phil","phi2", "psil", "psi2"),N)
+
}
if (ruido==FALSE){
resultados$re_parametros <- matrix(0,N,3)
colnames (resultados$re_parametros) <- c("eta",'"nul","nu2")
if (hessiana == TRUE){
resultados$hessiana <- matrix(0, (6xN),6)
colnames (resultados$hessiana) <- c("eta","nul","nu2","phiO",
"phil","phi2")
rownames (resultados$hessiana) <- rep(c("eta","nul","nu2","phiO",
"phil","phi2"),N)
+
}
resultados$log_lik <- matrix(O,N,1)
resultados$kappas <- c(kappaO=kappas[1],kappal=kappas[2],kappa2=kappas[3])
resultados$erros <- matrix(O0,N,7)
colnames(resultados$erros) <- c("repet","eta","nul","nu2","phiO","phil", "phi2")
convergencia <- rep(0,N)
for(i in 1:N){
varl_amost <- var(geol$datal,il)
var2_amost <- var(geo2$datal,il)
var_ini <- NULL
var_ini[1] <- sqrt(0.8*varl_amost)
var_ini[2] <- sqrt(0.2*varl_amost)
var_ini[3] <- sqrt(0.8*var2_amost)
var_ini[4] <- sqrt(0.2*var2_amost)
repar_ini <- 0
repar_ini[1] <- var_ini[3]/var_ini[1]



repar_ini[2] <- var_ini[2]/var_ini[1]
repar_ini[3] <- var_ini[4]/var_ini[1]
repar_ini[4] <- corr_ini[1]
repar_ini[5] <- corr_ini[2]
repar_ini[6] <- corr_ini[3]

if (ruido == TRUE) {

repar_ini[7] <- var_ini[5]/var_ini[1]
repar_ini[8] <- var_ini[6]/var_ini[1]

}

estimativas <- try(optim(p=repar_ini,fn=est_num,Ct=ctes,
rui=ruido,kap=c(kappa0l,kappal,kappa2) ,repet=i,method=metodo,
lower=inferior,upper=superior,control=controle,hessian=hessiana))
if (class(estimativas) == "try-error"){

resultados$erros[i,] <- c(i,NaN,NaN,NaN,NaN,NaN,NaN)
resultados$betas[i,] <- c(NaN,NaN)

resultados$sigmas[i,] <- c(NaN,NaN,NaN,NaN)

resultados$phis[i,] <- c(NaN,NaN,NaN)

if (ruido == TRUE){

resultados$taus[i,] <- c(NaN,NaN)

resultados$re_param[i,] <- c(NalN,NaN,NaN,NaN,NaN)

}

if (ruido==FALSE) resultados$re_parametros[i,] <- c(Nal,Nal,NaN)
resultados$log_lik[i,] <- NaN

if (hessiana == TRUE){

resultados$hessianal((length(estimativas$par)*i) -

(length(estimativas$par)-1)): (i*length(estimativas$par)),] <- NaN
}

}

if (class(estimativas) != "try-error"){
if (estimativas$convergence == 0){
convergenciali] <- 1

}

print (i)

RO <- (((2~(kappa0-1))*gamma (kappa0))~(-1)) *
((dists/estimativas$par[4]) " (kappal)) *
besselK(dists/estimativas$par[4],nu=kappa0)
RO[dists < 0.005] <- 1

R1 <- (((2~(kappal-1))*gamma(kappal))~(-1)) *
((dists/estimativas$par[5])~ (kappal)) *
besselK(dists/estimativas$par[5] ,nu=kappal)
Ri[dists < 0.005] <- 1

R2 <- (((2~(kappa2-1))*gamma(kappa2))~(-1)) *
((dists/estimativas$par[6]) ~ (kappa2)) *
besselK(dists/estimativas$par[6] ,nu=kappa?2)
R2[dists < 0.005] <- 1

V1 <- RO[k1,k1] + estimativas$par[2]~2 * R1[k1l,k1]
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V2 <- estimativas$par[1]~2 * RO[k2,k2] + estimativas$par[3]~2 * R2[k2,k2]
V3 <- estimativas$par[1] * RO[k1,k2]
V <- cbind(rbind(V1,t(V3)),
rbind (V3,V2))
VinvX <- ginv(V)%*%X
mu <- drop(ginv(crossprod(VinvX,X))%*V%crossprod(VinvX,dados[,i]))
dif _y_mu <- dados[,i]- (X)*%mu)
sigmasq <- drop((1/n) * crossprod(dif_y_mu,ginv(V)) %x*% dif_y_mu)
#if (sigmasq < 0) sigmasq <- drop((1/m) *
crossprod(dif_y_mu,chol2inv(V)) %x*% dif_y_mu)
if (sigmasq < 0) resultados$erros[i,] <- c(i,estimativas$par([1],
estimativas$par[2],estimativas$par[3],
estimativas$par[4],estimativas$par[5],estimativas$par[6])
sigma0l <- sqrt(sigmasq)
sigma02 <- estimativas$par[1] *sigmaOl1l
sigmal <- estimativas$par[2] * sigmaO1
sigma2 <- estimativas$par[3] * sigmaO1
if (ruido == TRUE) {
tau_1l <- estimativas$par[7]*sigmal1
tau_2 <- estimativas$par[8]*sigmall
}
resultados$betas[i,] <- mu
resultados$sigmas[i,] <- c(sigmaOl,sigmal,sigma02,sigma2)
resultados$phis[i,] <- c(estimativas$par[4],estimativas$par[5],
estimativas$par[6])
if (ruido == TRUE){
resultados$taus[i,] <- c(tau_1,tau_2)
resultados$re_param[i,] <- c(estimativas$par[1],estimativas$par[2],
estimativas$par[3],estimativas$par[7],estimativas$par[8])
}
if (ruido==FALSE) resultados$re_parametros[i,] <- c(estimativas$par[1],
estimativas$par[2],estimativas$par[3])
resultados$log_lik[i,] <- -estimativas$value
if (hessiana == TRUE){
resultados$hessianal ((length(estimativas$par)*i) -
(length(estimativas$par)-1)): (i*length(estimativas$par)),] <-
estimativas$hessian
}
}
}
resultados$erros <- subset(resultados$erros,resultados$errosl[,"repet'"]>0)
print(c("convergéncia",convergencia))
class(resultados) <- "emvBGCCM"
return(resultados)

require (ASOR)
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Attach()

estl_a <- emvBGCCM_sim(siml_a$geol,siml_a$geo2,corr_ini=c(0.25,0.2,0.2),

kappas=c(0.5,0.5,0.5) ,hessiana=T,metodo="Nelder-Mead",
controle=1ist(maxit=10000))
Store(esti_a)

# Estimagdo para o BCRM
require (MASS)
require (geoR)
emvBCRM_sim <- function(geol,geo2,corr_ini,ruido=F,kappas=c(0.5,0.5),
metodo="Nelder-Mead",inferior=-Inf,superior=Inf,
controle=1ist () ,hessiana=F){
nl <- nrow(geol$coords)
n2 <- nrow(geo2$coords)
n <- nl+n2
N <- ncol(geol$data)
if(is.null(N)) N <- 1
k1l <- c(1:n1)
k2 <- c((ni+1):n)
k3 <- c(1:n)
k4 <- c(1:n2)
dados <- matrix(0,n,N)
if(N > 1) for(i in 1:N) dados[,i] <- c(geol$datal,i],geo2$datal,i])
if (N == 1) dados[,1] <- c(geol$data,geo2$data)
dists <- unname(as.matrix(dist(rbind(geol$coords,geo2$coords),
diag=TRUE,upper=TRUE)))
X <- matrix(c(rep(1,nl),rep(0,n2),rep(0,nl1),rep(1,n2)),n,2)
kappal <- kappas[1]
kappa2 <- kappas[2]
ctes <- list()
ctes$ni <- ni
ctes$n?2 <- n2
ctes$dados <- dados
ctes$dists <- dists
ctes$X <- X
est_num<-function(p,Ct,rui=F,kap,repet){
if ( any(p < 1e-20)) return(.Machine$double.xmax".5)
if ( any(p[3:4] > 1)) return(.Machine$double.xmax~.5)
if ( any(p > 100)) return(.Machine$double.xmax~.5)
R1 <- (((2~(kap[1]-1))*gamma(kap[1]))~(-1)) *
((Ct$dists/pl[3])~(kap[1])) * besselK(Ct$dists/p[3],nu=kap[1])
R1[ Ct$dists < 0.005 ] <- 1
R2 <- (((2~(kap[2]-1))*gamma(kap[2]))~(-1)) =
((Ct$dists/pl[4])~(kap[2])) * besselK(Ct$dists/pl[4],nu=kap[2])
R2[ Ct$dists < 0.005 ] <- 1
V1 <- R1[k1,k1]
V2 <- p[1]1~2 * R1[k2,k2] + p[2]~2 * R2[k2,k2]
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V3 <- p[1] = R1 [k1,k2]
V <- cbind(rbind(V1,t(V3)),rbind(V3,V2))
if(rui == TRUE) {diag(V) <- diag(V) + c(rep((p[7]1~2),Ct$nl),
rep((p[8]1-2),Ct$n2))}
Vinv <- ginv(V)
tVinvX <- crossprod(Vinv,Ct$X)
Q_hat <- drop(sum(crossprod(Ct$dados[,repet],Vinv)*Ct$dados[,repet])
- crossprod(Ct$dados[,repet],tVinvX)%*%
ginv(crossprod (tVinvX,Ct$X) ) %*lcrossprod (tVinvX,Ct$dados[,repetl]))
1Q_hat <- log(Q_hat)
ldv <- log(det(V))
if(is.infinite(1Q_hat) | is.nan(1Q_hat) |
is.infinite(1ldv) | is.nan(ldv)) return(.Machine$double.xmax~.5)
11 <- drop(-0.5%((Ct$n1+Ct$n2)*(log(2*pi)+1Q_hat-log(Ct$n1+CtPn2)+1)+1dv))
if(is.infinite(11) | is.nan(11l)) return(.Machine$double.xmax~.5)
return(-11)
}
resultados <- 1list()
resultados$betas <- matrix(0,N,2)
colnames(resultados$betas) <- c("mul","mu2")
resultados$sigmas <- matrix(0,N,3)
colnames(resultados$sigmas) <- c("s11","s21","s22")
resultados$phis <- matrix(0,N,2)
colnames(resultados$phis) <- c("phil","phi2")
if (ruido == TRUE)A{
resultados$taus <- matrix(0,N,2)
colnames (resultados$taus) <- c("taul",'"tau2")
resultados$re_parametros <- matrix(0,N,4)
colnames (resultados$re_parametros) <- c("nul",'"nu2","psil","psi2")
if (hessiana == TRUE){
resultados$hessiana <- matrix(0, (6xN),6)
colnames (resultados$hessiana) <- c("nul","nu2","phil"
,"phi2", "psil", "psi2")
rownames (resultados$hessiana) <- rep(c("nul","nu2","phii"
,"phi2", "psil", "psi2") ,N)
}
}
if (ruido==FALSE){
resultados$re_parametros <- matrix(0,N,2)
colnames (resultados$re_parametros) <- c("nul",'"nu2")
if (hessiana == TRUE){
resultados$hessiana <- matrix (0, (4xN),4)
colnames (resultados$hessiana) <- c("nul","nu2","phil","phi2")
rownames (resultados$hessiana) <- rep(c("nul","nu2","phil","phi2"),N)
+
}
resultados$log_lik <- matrix(0,N,1)
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resultados$kappas <- c(kappal=kappasl[1],kappa2=kappas[2])
resultados$erros <- matrix(0,N,5)
colnames(resultados$erros) <- c("repet","nul","nu2","phil",6 "phi2")
convergencia <- rep(0,N)
for(i in 1:M){
varl_amost <- var(geol$datal,il)
var2_amost <- var(geo2$datal,i])
var_ini <- NULL
var_ini[1] <- sqrt(varl_amost)
var_ini[2] <- sqrt(0.8*var2_amost)
var_ini[3] <- sqrt(0.2*var2_amost)
repar_ini <- 0
repar_ini[1] <- var_ini[2]/var_ini[1]
repar_ini[2] <- var_ini[3]/var_ini[1]
repar_ini[3] <- corr_ini[1]
repar_ini[4] <- corr_ini[2]
if (ruido == TRUE) {
repar_ini[5] <- var_ini[4]/var_ini[1]
repar_ini[6] <- var_ini[b]/var_ini[1]

}

estimativas <- try(optim(p=repar_ini,fn=est_num,Ct=ctes,
rui=ruido,kap=c(kappal,kappa2) ,repet=i,method=metodo,lower=inferior,
upper=superior,control=controle,hessian=hessiana))
if (class(estimativas) == "try-error"){
resultados$erros[i,] <- c(i,NaN,NaN,NaN,NaN)
resultados$betas[i,] <- c(NaN,NaN)
resultados$sigmas[i,] <- c(NaN,NaN,NaN)
resultados$phis[i,] <- c(NalN,NaN)
if (ruido == TRUE){
resultados$taus[i,] <- c(NaN,NaN)
resultados$re_param[i,] <- c(NalN,NaN,NaN,NaN)
}
if (ruido==FALSE) resultados$re_parametros[i,] <- c(Nal,NaN)
resultados$log_lik[i,] <- NaN
if (hessiana == TRUE){
resultados$hessianal[((length(estimativas$par)*i)-
(length(estimativas$par)-1)): (ixlength(estimativas$par)),] <- NaN
}

}

if (class(estimativas) != "try-error"){
if (estimativas$convergence == 0){
convergenciali] <- 1

}

print (i)

R1 <- (((2~(kappal-1))*gamma(kappal))~(-1)) *
((dists/estimativas$par[3])~(kappal)) *



besselK(dists/estimativas$par[3] ,nu=kappal)
Ri[dists < 0.005] <- 1
R2 <- (((2~(kappa2-1))*gamma(kappa2))~(-1)) *
((dists/estimativas$par[4]) "~ (kappa2)) *
besselK(dists/estimativas$par[4] ,nu=kappa?2)
R2[dists < 0.005] <- 1
V1 <- R1[k1,k1]
V2 <- estimativas$par[1]~2 * R1[k2,k2] + estimativas$par[2]-2 *
R2[k2,k2]
V3 <- estimativas$par[1] * R1[kl,k2]
V <- cbind(rbind(V1,t(V3)),
rbind (V3,V2))
VinvX <- ginv(V)%*%X
mu <- drop(ginv(crossprod(VinvX,X))%*%crossprod(VinvX,dados[,i]))
dif _y_mu <- dados[,i]- (X/*%mu)
sigmasq <- drop((1/n) * crossprod(dif_y_mu,ginv(V)) %x% dif_y_mu)
#if (sigmasq < 0) sigmasq <- drop((1/m) *
crossprod(dif_y_mu,chol2inv(V)) %x*% dif_y_mu)
if (sigmasq < 0) resultados$erros[i,] <- c(i,estimativas$par[i],
estimativas$par[2],estimativas$par[3],estimativas$par[4])
sigmall <- sqrt(sigmasq)
sigma2l <- estimativas$par[1] *sigmall
sigma22 <- estimativas$par[2] * sigmaill
if (ruido == TRUE) {
tau_1 <- estimativas$par[5]*sigmall
tau_2 <- estimativas$par[6]*sigmall
}
resultados$betas[i,] <- mu
resultados$sigmas[i,] <- c(sigmall,sigma21,sigma22)
resultados$phis[i,] <- c(estimativas$par[3],estimativas$par([4])
if (ruido == TRUE){
resultados$taus[i,] <- c(tau_1,tau_2)
resultados$re_param[i,] <- c(estimativas$par[1],estimativas$par[2],
estimativas$par[5] ,estimativas$par[6])
}
if (ruido==FALSE) resultados$re_parametros[i,] <- c(estimativas$par[1],
estimativas$par[2])
resultados$log_lik[i,] <- -estimativas$value
if (hessiana == TRUE){
resultados$hessianal ((length(estimativas$par)*i) -
(length(estimativas$par)-1)): (i*length(estimativas$par)),] <-
estimativas$hessian
}
}
}
resultados$erros <- subset(resultados$erros,resultados$errosl[,"repet'"]1>0)
print(c("convergéncia",convergencia))
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class(resultados) <- "emvBGCCM"
return(resultados)

}

estl_a <- emvBCRM_sim(siml_a$geol,siml_a$geo2,corr_ini=c(0.25,0.2),
kappas=c(0.5,0.5) ,hessiana=T,metodo="Nelder-Mead",
controle=1ist(maxit=10000))

Store(esti_a)

i
## Programa para predigdo espacial com os modelos geoestisticos bivariados#
g S S

#Krigagem para o BGCCM

predBGCCM_sim <- function(geos,parametros){

geol <- geos$geol

geo2 <- geos$geo?2

geo_al <- geos$geo_arml

geo_a2 <- geos$geo_arm?2

if (nrow(parametros$erros)>0){

geol$data <- geol$datal,-c(parametros$erros[,1])]
geo2$data <- geo2$datal,-c(parametros$erros[,1])]
geo_al$data <- geo_al$datal,-c(parametros$erros[,1])]
geo_a2$data <- geo_a2$datal,-c(parametros$erros[,1])]
}

grp <- geo_al$coords

coordsl <- geol$coords

coords2 <- geo2$coords

nl <- nrow(coords1)

n2 <- nrow(coords?2)

n <- nl+n2

npr <- nrow(grp)

nt <- npr +n

k1 <- c(1:n1)

k2 <- c(1:n2)

k3 <- c(1l:npr)

k4 <- c((npr+1):(npr+nl))

k5 <- c((npr+1):(2*npr))

k6 <- c((npr+ni+1):nt)

k7 <- c((n1+1):n)

k8 <- c((npr+1) :nt)

k9 <- c(((2*npr)+1): ((2*npr)+n))

N <- ncol(geol$data)

if(is.null(N)) N <- 1

dados <- matrix(0,n,N)

if (N > 1) for(i in 1:N) dados[,i] <- c(geol$datal,il,geo2%datal,il)



if (N == 1) dados[,1] <- c(geol$data,geo2$data)
gr_dados <- rbind(coordsl,coords?2)
gr <- rbind(grp,gr_dados)
dists <- matrix(0,nt,n)
for(i in 1:nt){

dists[i,] <- spDistsN1(gr_dados,grl[i,])
}
X <- matrix(c(rep(1,npr),rep(0,npr),rep(1,nl),rep(0,n2),rep(0,npr)
,rep(1,npr) ,rep(0,nl) ,rep(1,n2)), (2*npr+n) ,2)
betas <- parametros$betas
sigmas <- parametros$sigmas
phis <- parametros$phis

if (nrow(parametros$erros)>0){

betas <- matrix(c(parametros$betas[-c(parametros$erros(,1]),]1),N,2)

sigmas <- matrix(c(parametros$sigmas[-c(parametros$erros[,1]),]),N,4)

phis <- matrix(c(parametros$phis[-c(parametros$erros[,1]),]),N,3)
}

if (!is.null(parametros$taus)) taus <- parametros$taus
kappas <- parametros$kappas
saida <- list()
saida$predl <- matrix(0,npr,N)
saida$pred2 <- matrix(0,npr,N)
saida$var_predl <- matrix(0,npr,N)
saida$var_pred2 <- matrix(0,npr,N)
for(l in 1:N){

RO <- (((2~(kappas[1]-1))*gamma(kappas[1]))~(-1)) =
((dists/phis[1,1]) ~(kappas[1])) * besselK(dists/phis[1,1],
nu=kappas[1])

RO[dists < 0.005] <- 1

R1 <- (((2~(kappas[2]-1))*gamma(kappas[2]))~(-1)) =
((dists[k4,k1]/phis[1,2]) "~ (kappas[2])) * besselK(dists[k4,k1]/phis[1,2],
nu=kappas[2])

distaux <- dists[k4,k1]

Ri[distaux < 0.005] <- 1

R2 <- (((2~(kappas[3]-1))*gamma(kappas[3]1))~(-1)) *
((dists[k6,k7]/phis[1,3])~(kappas[3])) * besselK(dists[k6,k7]/phis[1,3],
nu=kappas[3])

distaux <- dists[k6,k7]

R2[distaux < 0.005] <- 1

Sigl <- (sigmas[1,1]1°2)*RO[k4,k1] + (sigmas[1,2]"2)*R1

Sig2 <- (sigmas[1,3]1°2)*RO[k6,k7] + (sigmas[1,4]"2)*R2

Sigl2 <- (sigmas[1,1]*sigmas[1,3])*R0[k4,k7]

Sig  <- cbind(rbind(Sigl,t(Sig12)),rbind(Sigl2,Sig2))
if(!'is.null(parametros$taus))q{

diag(Sig) <- diag(Sig) + c(rep(taus([l,1],nl),rep(taull,2],n2))

}

Ric <- (((2~(kappas[2]-1))*gamma(kappas[2]))~(-1))
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((dists[k3,k1]/phis[1,2]) ~(kappas[2])) * besselK(dists[k3,k1]/phis[1,2],

nu=kappas[2])
distaux <- dists[k3,k1]
Ric[distaux < 0.005] <- 1
Sig_cl <- (sigmas[1,1]1°2)*RO[k3,k1] + (sigmas[1,2]"2)*Rlc
Sig_c12 <- (sigmas[l,1]*sigmas[1,3]) * RO[k3,k7]
Sig_c <- cbind(Sig_c1,Sig_c12)
m_p <- as.vector (X)x%betas[1,])
m_z_dadoy <- m_p[k3] - (Sig_c%*%ginv(Sig)%*%(m_p[k9]-dados[,1]1))
pondera_var <- Sig_cl*/%tcrossprod(ginv(Sig),Sig_c)
saida$predi[,1] <- m_z_dadoy
saida$var_pred1[,1] <- ((sigmas[1,1]°2) + (sigmas[1,2]°2)) -
diag(pondera_var)
R2¢ <- (((2~(kappas[3]-1))*gamma(kappas[3]))~(-1))
((dists[k3,k7]/phis[1,3]) " (kappas[3])) *
besselK(dists[k3,k7]/phis[1,3],nu=kappas[3])
distaux <- dists[k3,k7]
R2c[distaux < 0.005] <- 1
Sig_c2 <- (sigmas[1,3]1°2)*RO[k3,k7] + (sigmas[1,4]"2)*R2c
Sig_c21 <- (sigmas[1l,1]*sigmas[1,3]) * RO[k3,kl]
Sig_c <- cbind(Sig_c21,Sig_c2)
m_z_dadoy <- m_p[k5] - (Sig_c¥%*%ginv(Sig)%*%(m_p[k9]-dados[,1]))
pondera_var <- Sig_ci*%tcrossprod(ginv(Sig),Sig_c)
saida$pred2[,1] <- m_z_dadoy
saida$var_pred2[,1] <- ((sigmas[1,3]"2) + (sigmas[1,4]1°2)) -
diag(pondera_var)
}
return(saida)
}
require (ASOR)
Attach()
pri_a <- predBGCCM_sim(geos=siml_a,parametros=estl_a)
Store(prl_a)

#Krigagem para o BCRM

predBCRM_sim <- function(geos,parametros){

geol <- geos$geol

geo2 <- geos$geo?2

geo_al <- geos$geo_arml

geo_a2 <- geos$geo_arm?2

if (nrow (parametros$erros)>0){

geol$data <- geol$datal,-c(parametros$erros[,1])]
geo2$data <- geo2$datal,-c(parametros$erros[,1])]
geo_al$data <- geo_al$datal,-c(parametros$erros[,1])]
geo_a2$data <- geo_a2$datal,-c(parametros$erros[,1])]
}

grp <- geo_al$coords
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coordsl <- geol$coords
coords2 <- geo2$coords
nl <- nrow(coordsl)
n2 <- nrow(coords2)
n <- nl+n2
npr <- nrow(grp)
nt <-npr +n
k1l <- c(1:n1)
k2 <- c(1:n2)
k3 <- c(1:npr)
k4 <- c((npr+1):(npr+ni))
k5 <- c((npr+1):(2*npr))
k6 <- c((npr+ni+1) :nt)
k7 <- c((n1+1):n)
k8 <- c((npr+1) :nt)
k9 <- c(((2*npr)+1): ((2*npr)+n))
N <- ncol(geol$data)
if(is.null(N)) N <- 1
dados <- matrix(0,n,N)
if(N > 1) for(i in 1:N) dados[,i] <- c(geol$datal,il,geo2%datal,il)
if (N == 1) dados[,1] <- c(geol$data,geo2$data)
gr_dados <- rbind(coordsl,coords?2)
gr <- rbind(grp,gr_dados)
dists <- matrix(0,nt,n)
for(i in 1:nt){
dists[i,] <- spDistsN1(gr_dados,grl[i,])
}
X <- matrix(c(rep(1l,npr),rep(0,npr),rep(l,nl),rep(0,n2),
rep(0,npr) ,rep(1,npr) ,rep(0,nl) ,rep(1,n2)), (2*npr+n),2)
betas <- parametros$betas
sigmas <- parametros$sigmas
phis <- parametros$phis
if (nrow(parametros$erros)>0){
betas <- matrix(c(parametros$betas[-c(parametros$erros[,1]),]),N,2)
sigmas <- matrix(c(parametros$sigmas[-c(parametros$erros[,1]),]1),N,3)
phis <- matrix(c(parametros$phis[-c(parametros$erros[,1]),]),N,2)
}
if (!is.null(parametros$taus)) taus <- parametros$taus
kappas <- parametros$kappas
saida <- list()
saida$predl <- matrix(0,npr,N)
saida$pred2 <- matrix(0,npr,N)
saida$var_predl <- matrix(0,npr,N)
saida$var_pred2 <- matrix(0,npr,N)
for(l in 1:M){
R1 <- (((2~(kappas[1]-1))*gamma(kappas[1]))~(-1)) =
((dists/phis[1,1])~(kappas[1])) * besselK(dists/phis[1l,1],nu=kappas[1])
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Ri[dists < 0.005] <- 1
R2 <- (((2~(kappas[2]-1))*gamma(kappas[2]))~(-1)) *
((dists[k6,k7]/phis[1,2]) " (kappas[2])) *
besselK(dists[k6,k7]/phis[1,2],nu=kappas[2])
distaux <- dists[k6,k7]
R2[distaux < 0.005] <- 1
Sigl <- (sigmas[1,1]°2)+*R1[k4,k1]
Sig2 <- (sigmas[1,2]°2)*R1[k6,k7] + (sigmas[1l,3]"2)*R2
Sigl2 <- (sigmas[1l,1]*sigmas[1,2])*R1[k4,k7]
Sig  <- cbind(rbind(Sigl,t(Sigl12)),rbind(Sigl2,Sig2))
if('is.null(parametros$taus))q{
diag(Sig) <- diag(Sig) + c(rep(taus[l,1],nl),rep(taull,2],n2))
}
Sig_cl <- (sigmas[1,1]1°2)*R1[k3,k1]
Sig_c12 <- (sigmas[1l,1]*sigmas[1,2]) * R1[k3,k7]
Sig_c <- cbind(Sig_c1,Sig_c12)
m_p <- as.vector(X)x¥%betas[1,])
m_z_dadoy <- m_p[k3] - (Sig_c%*%ginv(Sig)%*%(m_p[k9]-dados[,1]))
pondera_var <- Sig_cik*Y%tcrossprod(ginv(Sig),Sig_c)
saida$predi[,1] <- m_z_dadoy
saida$var_pred1[,1] <- (sigmas[1,1]1"2) - diag(pondera_var)
R2c <- (((2~(kappas[2]-1))*gamma(kappas[2]))~(-1)) x
((dists[k3,k7]/phis[1,2])~(kappas[2])) *
besselK(dists[k3,k7]/phis[1,2],nu=kappas[2])
distaux <- dists[k3,k7]
R2c[distaux < 0.005] <- 1
Sig_c2 <- (sigmas[1,2]~2)*R1[k3,k7] + (sigmas[1,3]"2)*R2c
Sig_c21 <- (sigmas[l,1]*sigmas[1,2]) * R1[k3,kl]
Sig_c <- cbind(Sig_c21,Sig_c2)
m_z_dadoy <- m_p[k5] - (Sig_cY%*%ginv(Sig)%*%(m_p[k9]-dados[,1]1))
pondera_var <- Sig_cikxY%tcrossprod(ginv(Sig),Sig_c)
saida$pred2[,1] <- m_z_dadoy
saida$var_pred2[,1] <- ((sigmas[1,2]"2) + (sigmas[1,3]1°2)) -
diag(pondera_var)
}
return(saida)
}
pri_a <- predBCRM_sim(geos=siml_a,parametros=estl_a)
Store(pril_a,file="prl_a.RData")



