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Resumo

1.

. Analisa dados do La
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Dados composicionais s3o vetores de proporcdes especificando
fracbes de um todo;

. Aitchison (1986) define distribuicées logisticas normais p/ dados

composicionais aplicando transformac3o logistica e assumindo que os
dados transformados sdo NM;

. Generaliza a idéia p/ dados logisticos variando espacial/te e ¢/ isto

define campos Gaussianos logisticos;

. Considera o modelo numa estrutura Bayesiana e discute distribui¢Ges

prioris apropriadas;

. Considera observagdes completas e de subcomposicoes ou

porporcoes individuais e discute as distribuicdes posterioris
resultantes;

. Em geral, a posteriori ndo pode ser tratada analitica/te =

definicdo de algoritmos MCMC
o Artico Aitchison (1986).




Introducao

e Em Pawlowsky-Glahn e Burger (1992) interpolagédo espacial de
dado composicional é considerado via transformacao logistica em
cada localizag3o para obter dados em RP~! seguido por cokrigagem
= modelo de campos Gaussianos correlacionados é adotado apds
transformacao;

e O artigo discute o problema de estimacao dos parametros
incluindo o modelo numa estrutura Bayesiana hierdrquica e considera
observac¢des de subcomposigdes e proporgdes individuais;

e Dados subcomposicionais se ajustam a familia logistica normal e
permite tratamento analitico;

e Observacdes de proporcdes individuais necessitam MCMC.
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Introdugdo (cont.)

e x(u) = (x1(v), ..., xp(v)), u € R¥
z(u) = (z1(uv), ..., zg(u)),
Relacao biunivoca:
z(u) = Agx(u) <= x(u) = Dyz(u) + C4

Ag € R¥*D _ matriz identidade d x d ¢/ coluna extra de zeros;
By € RP*9 _ matriz identidade d x d ¢/ uma linha extra de —1's.
Cs =(0,0,...,0,1) € RP
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Introdugdo (cont.)

e Transformacio logistica define relacdo biunivoca entre S e RY:

_exply(v)}
z(u) = 7
1+ jgexp{y(u)}
Jja € RY - vetor coluna com eltos iguais a 1;
y(u) = (na(v), -, ya(u))'-
e Proporcbes das subcomposicdes e individual podem ser obtidas de
x(u) via matrizes selec3o:
SeREXP C < D : eltos unitarios onde cada 1 estd localizado em
cada linha e ao menos 1 em cada coluna.
O restante é zero.
Existem relacOes para subcomposicoes;
Mat. permuta¢do(C = D): xp(u) = Px(u), e yp(u) # Py(u) a
menos que P = Ip.

z(u)
1—jyz(u)

< y(u)=In
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Campos Gaussianos Logisticos

e Como Aitchison (1986) define distribui¢des logisticas normais de
distribuicSes multi normais, os autores definem campos Gaussianos
logisticos de um processo Gaussiano multivariado.

e Definicao: Campo Gaussiano logistico
x(u) = (xa(u), ..., xp(u))', u € R ou
z(u) = (z1(u), ..., za(u)), u € R
com pu(u) = duo(u) e C(u, u) = B Colu, ') By
e Campo Gaussiano logistico pode ser interpretado como uma
distribuicdo priori numa estrutura Bayesiana;

e Simulag¢do n3o-condicional de campos Gaussiano logisticos ¢ direta:

Simule o processo Gaussiano multivariado y(u);
Use a transformacio logistica para cada localizac3o.
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Observacoes Completas e Subcomposicionais

e x(u) Campo Gaussiano logistico com f¢ de parametros pu(-) e C(-,-);

e u=(uy,...,u,) = para cada u; existe matriz selecdo associada
Si € RG*D e um vetor xs,(u;)

Dai, x(u)|xs,(u1), ..., xs,(un) é Gaussiano logistico;

y(u)lys,(u1), ..., ys,(un) é processo Gaussiano multivariado =
x(u)|xs, (u1), ..., xs,(un) campo Gaussiano logistico.

e Simulagdo condicional de x(u) em um conj. de localizagGes é direta:

Simule y(u)|ys,(u1), ..., ys,(u,) de uma dist. Gaussiana;

Use a transformacdo logistica para cada localizag3o.
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Observacoes de Proporcoes individuais

x(u) Campo Gaussiano logistico com f¢ de parametros u(-) e C(,-);
Observacdes de proporcdes individuais em wuq, ..., up,;

Para cada u; existe matriz selecdo associada S; € RS*D mas os
valores observados s3o os vetores Six(u1), ..., Spx(up);

Nao existe transformacao facil dos dados para valores
correspondentes p/ y(u) e a distribui¢do condicional resultante p/
x(u) ndo é Gaussiana logistica nem analitica/te tratavel.

= propriedades do campo condicional deve ser obtido através de
geragdo de realizagdes condicionais de x(u) porMCMC.

Densidade Objetivo
f(Z1, .y Z2n)(S1x(01) = X1, ...y Spx(upn) = Xp)

tem fortes correlagdes entre varidveis. A base Gaussiana do modelo
sugere a construgcao de um algoritmo proposal independente.
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Modelo Bayesiano Completo

Como u(-) e C(+,-) sdo desconhecidos e ndo existe distribuicdo priori que

permita tratamento analitico completo da posteriori recorre-se a MCMC
para explorar a posterioti.
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Distribuicao Posteriori

o pg(u) = F(u)s, B € RP - parametros desconhecidos;
F(u) € R9¥P - fcs regressoras conhecidas.

e 3~ Npy(po; Xo); parametros a serem especificados;

Funcdo de covariancia: Gy (u, v') = ap(u, v')y
exponencial generalizada ou Matérn;

Para obter modelo Bayesiano completa/te especificado é necessario
especificar prioris p/ 6 e v;

Y~ ~ Wy(q; Q) — priori conjugada = facilidade na construcio do
algoritmo MCMC;
hiperparametros: g > d - escalar; Qdxd - definida positiva;

e Assumir alguma priori para 7(6).
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Algoritmos de Simulacdo-Observacoes Completas

e Para x(u)|3,v,60 campo Gaussiano logistico, u = (u1, ..., up)’,
condicionar em x é equivalente a condicionar em y;

e Distribuicao posteriori:
(83,9, 0[x(u1), ..., x(un)) o< 7(B)m(P)m(0)f(YB, ¥, 0),
onde f é densidade normal multivariada:

e Algoritmo:
Atualizar 3 - Considerar condicional completa p/ (8¢, 60,y) - NM -
passo Gibbs;
[v=1|8,0,y] ~ W = passo Gibbs;
e P/ atualizar 3, a proposal de ¢ é também similar ao caso Gaussiano
puro com condicionamento em y;
e Diferente da situagdo para § e v, Nao Existe proposal natural para 6
e como é de baixa dimens3o, propde-se pequena mudanca e MH da
convergéncia satisfatéria.
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Algoritmos de Simulacao-Observacoes Subcomposicionais

e Para x(u)|3,v,6 campo Gaussiano logistico, u = (u1, ..., up)" ;
e Observagdes disponiveis sdo as subcomposi¢des xs, (t1), ..., xs, (tn);

e Condicionar em x é equivalente a condicionar em y;

Introduzindo ys = (ys,(v1)’, ..., ys,(un)")" a posteriori é

(03,9, 0lxs, (u1), .., xs,(un)) o< w(B)m(P)m(0)F (ys|5, 4, 0);

Neste caso, n3o é viavel simular por MH = ¢! n3o é Wishart ou
outra distribuicdo tratavel;

Introduz-se y como varidvel latente e amostra-se de

W(ﬂ,d}, euy‘X51(u1)7 "'7X5n(un)) = 7(571/}7 97}/|YS)?

e atualizar 3,1, 0 como antes e Gibbs para y.
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Algoritmos de Simulacao-Proporcoes Individuais

e x(u)|3,v,0 campo Gaussiano logistico, u = (u1, ..., un)’, ;

e Considere propor¢des individuais observadas em algumas localizagdes;
e Sejam Six(u1), ..., Spx(up) com Sy, ..., S, matrizes sele¢do;

e Posteriori:

m(8,,0151x(u1), .., Snx(un)) oc m(B)m () (0)F (S1x(un), ... Snx(un));

e N3o existe algoritmo MH natural para esta densidade: n3o sao
tratdveis
Bl, 0, Six(u), ..., Sax(un)
¥[8, 0, S1x(u1), .., Sax(up)
e Introduz-se y como varidvel latente e amostra-se de

W(ﬁa wa ‘97Y|51X(u1)7 ey SnX(un))

e atualizar 3,1, como antes e Gibbs para y.
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Exemplo

Dados de um Lago no Arquipélago Artico Canadense discutido em
Aitchison (1986) sem considerar espacializagdo;

Observacoes em n = 39 localizagdes;
Variaveis: Profundidade da agua, areia, silte e argila;

x(u) = (x1(u1), x2(u2), x3(u3))

B

B |1 0 In(d(u)) 0 | B
pp(u) = F(u)B = 01 0 In(d(u)) | ﬂj
Ba

d(u) - profundidade da 4gua.
Cada elto em y(u) bidimensional tem uma esperanca consistindo de
um termo cte e um proporcional a In(d(u)).
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Exemplo (cont.)

Funcao de correlacao exponencial generalizada:

1 se u=1u

ag(u,u') = (1—e)exp{— (Hu?’—Ru’H)”} se utuex=1
0

se u£uex=0

| - || - distancia euclidiana;

e R > 0 - correlagao espacial;

e v € [0,2] - parametro de forma da f¢ de correlagdo;
e ¢ €[0,1] - efeito pepita;
e Y € 0,1- indicador de correlagdo espacial.
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Exemplo (cont.)

e (3,1,0 — atribui prioris difusas mas préprias;

2
. g~N<E(g)Ho;zﬁz [ 0 o D

~1 1. _ I2 -1y _
.y ~W(q—4.o—p_3)th(w )=
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Comentarios Finais

e O artigo define um modelo espacial p/ dado composicional e avalia o
modelo dentro de um conjunto Bayesiano;

e Observacdes completas é a forma mais simples e define algorimtos
MCMC eficientes p/ lidar com situa¢des onde subcomposicdes ou
propor¢oes individuais sao disponiveis;

e Algoritmos apresentam boas razes de convergéncia;

e Assumir estrutura de covaridncia intrinsica p/o processo Gaussiano
latente: Motivos:

e Permite parametrizacdo parcimoniosa da f¢ de covariancia
e Eficiéncia Computacional.

e A estrutura de covaridncia espacial é ent3o especificada via matrix de
covaridncia inversa esparsa e algoritmos especiais p/ matrizes
esparsas podem ser usadas;
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Comentdrios Finais (cont.)

e Para os eltos de 6, prioris independentes;

o R ~ exp(15),

e v~ U[0,2], e ~ U[0,1],

e P(x=0)=P(x=1)=1/2

e Algoritmo MH atualizado 5 vezes p/ cada atualizagdo de S e ¢ - 1
atualizagdo;

e 3 e 1) = passo Gibbs

e Conclusdao: MCMC pode atingir convergéncia rapido , boas
propriedades de mistura

e Figura 4- densidades a posteriori estimadas para cada um dos 4
parametros.
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