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Motivação

Figura: Quadrante irrigado por sistema
pivô-central no campo experimental da
ESALQ-USP.
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Dados Composicionais - Aitchison (1986)
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Figura: Diagrama Ternário das
composições.

•Composição: X
¯

=(X1,X2, ...,XB)′

X1 > 0, . . . ,XB > 0
X1 + X2 + · · ·+ XB = 1

SB={X
¯
∈ RB ; Xi>0, i=1, ...,B; 1

¯
′X
¯

=1}

• Base: W
¯

=(W1,W2, ...,WB)′

RB
+={W

¯
∈RB ; Wi>0, i = 1, ...,B}

• Operador fechamento:

C : RB
+ −→ SB

W
¯
−→ C[W

¯
] =

W
¯

1
¯
′W

¯



Literatura

• Dados composicionais:

• Aitchison (1986).

• Modelos espaciais uni e multivaridados:

• Diggle e Ribeiro Jr (2007);

• Schmidt e Gelfand (2003);

• Banerjee, Carlin e Gelfand (2004);

• Schmidt e Sansó (2006).

• Combinação de dados composicionais e espaciais:

• Pawlowsky e Olea (2004);

• Tjelmeland e Lund (2003).



Objetivo

• Estender o modelo geoestat́ıstico bivariado para dados
composicionais, derivando e implementando estimação baseada na
verossimilhança;

• Obter preditores espaciais no simplex que permitam a construção de
mapas de predição das frações do solo na área de estudo.



Fundamentos Para Análise de Dados Composicionais

Transformação razão log-aditiva (alr):

alr : SB −→ RB−1

X
¯

(x
¯

) −→ alr
(
X
¯

(x
¯

)
)

=

(
ln

X1(x
¯

)

XB(x
¯

)
, . . . , ln

XB−1(x
¯

)

XB(x
¯

)

)′
Composição: X

¯
(x
¯

) = (X1(x
¯

), X2(x
¯

), X3(x
¯

))′ = (Areia, Silte, Argila)′

Y
¯

(x
¯

) = (Y1(x
¯

), Y2(x
¯

))′ =

(
ln

X1(x
¯

)

X3(x
¯

)
, ln

X2(x
¯

)

X3(x
¯

)

)′
Transformação loǵıstica generalizada aditiva (agl):

agl=alr−1

Pawlowsky e Olea (2004).



Modelo Espacial

Modelo geoestat́ıstico bivariado para dados composicionais:{
Y1(x

¯i ) = µ1(x
¯i ) + σ1U(x

¯i ;φ) + τ1Z (x
¯i ; ρ)

Y2(x
¯i ′ ) = µ2(x

¯i ′ ) + σ2U(x
¯i ′ ;φ) + τ2Z (x

¯i ′ ; ρ)

• x
¯i , x¯i ′ ∈ R2; i , i

′
= 1, ..., n1, n1 tamanho amostral;

• Y
¯ n×1(x

¯
) =

(
Y1(x

¯1),Y2(x
¯1), . . . ,Y1(x

¯n1
),Y2(x

¯n1
)
)′

;

• U ∼ N(0
¯

; ΣU), ΣU : variâncias unitárias e covariâncias em
função de ρU(φ), exponencial;

• Z ∼ N(0
¯

; ΣZ ), ΣZ : variâncias unitárias e covariâncias em função de
ρ induzida pela estrutura composicional.



Verossimilhança

• θ
¯

= (µ1, µ2, σ1, σ2, τ1, τ2, φ, ρ)′ Reparam.+3 θ
¯
∗ = (η, ν1, ν2, φ, ρ)′

• Log-Verossimilhança → Normal multivariada com EMV:

µ̂
¯

= (D′V−1D)−1(D′V−1Y
¯

) e σ̂1 =
√

Q̂e/n

Q̂e = (Y
¯
−Dµ̂

¯
)′V−1(Y

¯
−Dµ̂

¯
)

• Log-verossimilhança concentrada → solução numérica:

l(θ
¯
∗,Y

¯
) = −0, 5

[
ln(|V|) + n

(
ln(2π) + ln(Q̂e)− ln(n) + 1

)]



Predição

• Método delta:

• Var(µ̂
¯

) = Io(µ̂
¯

)−1 = σ̂2
1(D′V̂

−1
D)−1

• Var(σ̂1) = Io(σ̂1)−1 =
σ̂3

1

3Q̂e − nσ̂1

• Cokrigagem de Y
¯ 0 em x

¯0 = (x
¯10, x¯20, ..., x¯n20):

• µ
¯Y

¯ 0|Y¯
= µ

¯Y
¯ 0

+ ΣY
¯ 0Y¯

Σ−1
Y
¯
Y
¯

(Y
¯
− µ

¯Y
¯

)

• ΣY
¯ 0|Y¯

= ΣY
¯ 0Y¯ 0

− ΣY
¯ 0Y¯

Σ−1
Y
¯
Y
¯

ΣY
¯
Y
¯ 0



Predição (cont.)

• Integração de Gauss-Hermite multivariada de ordem k

•
∫

RB−1

g(Z
¯

)f (−Z
¯
′Z
¯

)dZ
¯
≈

k∑
i1=1

k∑
i2=1

· · ·
k∑

iB−1=1

ωi1ωi2 · · ·ωiB−1
g(Zi1 ,Zi2 , ...,ZiB−1

)

• pesos ωi1ωi2 · · ·ωiB−1
e abscissas Zi1 ,Zi2 , ...,ZiB−1

Abramowitz e Stegun (1972)

• Alternativa por simulação



Predição (cont.)

Momentos no simplex:

• µ
¯X

¯

=
∫

SB X
¯
f (X

¯
)dX

¯
⇒ µ

¯X
¯

=
∫

RB−1 g1(Z
¯
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¯
′Z
¯

)dZ
¯

• ΣX
¯

=
∫

SB (X
¯
−µ

¯X
¯

)(X
¯
−µ

¯X
¯
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¯

)dX
¯
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¯
=
∫
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¯
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¯
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¯
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¯

• Z
¯

=
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2
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¯
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¯Y

¯

) ; R cholesky de ΣY
¯
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¯

) = π−
B−1
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(
µ
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+
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)
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¯
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Análise de Frações Granulométricas de Um Solo
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Figura: Distribuição das localizações na
área de estudo.

• Gonçalves (1997):
Tese - ESALQ-USP;

• Área: quadrante irrigado por
um sistema pivô-central;

• Grade de amostragem 20× 20m

⇒ 76 amostras:


Areia
Silte
Argila.



Análise de Frações Granulométricas de Um Solo

Areia

F
re

qu
en

ci
a

10 15 20 25 30 35 40 45

0
5

10
15

20
25

Silte

F
re

qu
en

ci
a

15 20 25 30

0
5

10
15

20
25

Argila

F
re

qu
en

ci
a

30 40 50 60 70

0
5

10
15

20
25

Areia Silte

Argila

●

●
●
●●

●

●

●●

●
●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●
●
●

●

●●●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●●

●●●
●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●
●

●

●●●

●

●
●●

●
●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

Figura: Distribuição de areia, silte e argila e diagrama ternário das composições.



Análise de Frações Granulométricas de Um Solo
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Figura: Distribuição das log-razão e correspondente diagrama de dispersão.



Análise de Frações Granulométricas de Um Solo

Tabela: Estimativas, erros padrão e intervalos de confiança pelo método delta via
método de otimização “L-BFGS-B”.

Parâmetros Estimativas Erro Padrão LI. Delta LS. Delta

µ1 -0,7598 0,44029 -1,20017 -0,3195
µ2 -0,7941 0,22857 -1,02268 -0,5655
σ1 0,4504 0,12080 0,32968 0,5712
σ2 0,1152 0,05153 0,06375 0,1668
τ1 0,2870 0,04510 0,24191 0,3321
τ2 0,2669 0,03142 0,23555 0,2984
φ 66,9084 42,55386 24,35460 109,4623
ρ 0,9544 0,06803 0,88638 1,0224



Análise de Frações Granulométricas de Um Solo
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Figura: Mapas das porcentagens de areia, silte e argila obtidos por quadratura de
Gauss-Hermite (A-C) e por simulação (D-F).



Conclusão

• Construção de mapas de areia, silte e argila garantindo que as frações
somem 1, nos pontos observados e preditos;

• Modelo captura variações espaciais, induzidas pelas composições e
não estruturadas;

• Declaração expĺıcita do modelo permite fazer inferências sobre
parâmetros;

• Possibilidade de tratamento Bayesiano para considerar nas predições a
incerteza associada à estimação dos parâmetros;

• Estimação de outros funcionais;

• Necessidade de investigar alternativas para computação mais eficiente
e formas de especificação do modelo para um número maior de
componentes.
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