Cadeias de Markov




Cadeias de Markov

E um tipo especial de processo estocastico, que satisfaz
as seguintes condicoes:

- 0 parametro n é discreto (ex: tempo)
» 0 espaco de estados E é discreto (colecao de estados
possiveis) E pode ser finito ou infinito e enumeravel.

Vamos considerar E finito. As cadeias de Markov
deste tipo sao chamadas Cadeias de Markov Finitas.

- 0 estado inicial do processo ou o espaco de estados é
conhecido.

- vale a propriedade markoviana e a de
estacionariedade.



Propriedade Markoviana

Para n = 1,2,..., e qualquer seqiiéncia de estados
possivelis s1, s2,...,sn+1, com Xn, Xn-1,..., X1
conhecidos:

PX, ., =s,|X=5,X,=5,,.,X =5 )=
=P(X,,=5,.1X,=s,)

Em palavras:

- As probabilidades de todos os estados futuros Xj
(j>n) dependem somente do estado atual Xn, mas
nao dependem dos estados anteriores Xi,..., Xn-1.

» O estado “futuro” do sistema depende do
“presente”, mas nao depende do “passado”.



Propriedade de Estacionariedade

P(X,=siX,=s)) = p;
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- Probabilidades de transicao: P(X,,=s/X,=s)
- Probabilidades de transicao estacionarias:

P(X, =5 |X,=s)=ctee=p;, n=12,..

b

A cadeia de Markov é dita homogénea ou
estacionaria.



Matriz de Transicao

» Cadeia de Markov Finita e Estacionaria K
possiveis estados: s1, s2,...,sk
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Si1Pun P2 Pis pij=0
P=58,| Py DPn P ip;j =1, i=1,.k
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Equacao de Chapman-Kolmogorov

Sejam:
* P amatriz de transi¢do de uma cadeia de Markov.

* O elemento p,™ da matriz P™ representa a probabilidade de que o
processo, iniciado no estado s, estara no estado S depois de n
passos.

* uum instante qualquer entre 0 e n.
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ou, alternativamente:

{"}—P(X —S |X_3) Zp[” ”pﬂ.j n=l,2,...



Vetor de Probabilidades Iniciais
(a priori)

Em muitas situacoes, nao conhecemos o estado da Cadeia de Markov no
instante inicial.

Cadeia de Markov Finita e Estacionaria k possiveis estados: s1, s2,...,sk
Parai=1,...,k:
Vi = probabilidade de que o processo esteja no estado si no instante inicial

v, >0 e Yv=1

i [
i=]

A qualquer vetor w = (wi,..,wk), tal que wi> 0 e wi+w2+...+wk=1 chamamos
vetor de probabilidades.

O vetor v =(v1,..., vk) é chamado vetor de probabilidades iniciais, pois
representa as probabilidades dos varios estados da cadeia no instante de inicio
do processo.



Teorema:

- Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov
- v o vetor de probabilidades iniciais.
- Entao, a probabilidade de que o processo esteja no

estado sj depois de n passos € a j-ésima componente do
vetor:

v =vy.P"
onde:
y(n) = [vj(ﬂ) vg{ﬂ]___vk(“)]
v =P(Xn=s,)



Classificacao de Estados

A fim de ilustrar as proximas definicoes, vamos
utilizar a Cadeia de Markov representada a

Seguir:
Af04 06 0 0 0 (»)
B[05 05 0 0 0 9 'o‘
P=C|0 0 03 07 0 o.
D0 0 05 04 0.1
E[0 0 0 08 02 ‘9'




il
Definicao: Caminho

Dados dois estados si e sj, um caminho entre si e
sj € uma sequéncia de transicoes que comecam
em si e terminam em sj, tais que cada transicao
tem uma probabilidade positiva de ocorréncia.

-  Um estado sj é acessivel a partir do estado si
se existe um caminho que liga si a sj.

- Dois estados si e sj sao comunicaveis se sj é
acessivel a partir de si e si € acessivel a partir de

Sj.



- Um conjunto de estados E em uma cadeia de
Markov é uma classe se nenhum estado fora de E é
acessivel por qualquer estado em E.

Se a cadeia inteira é formada por uma tnica classe,
isto é, todos os estados sao comunicaveis, a cadeia é
dita irredutivel.

- Um estado si € absorvente se pii = 1.

- Um estado si é transiente se existe um estado sj que
é acessivel a partir de si, mas o estado si nao é
acessivel a partir de sj.

 Se um estado nao é transiente ele é recorrente.




- Um estado si € periodico com periodo T>1se T éo
menor nimero tal que todos os caminhos que levam
do estado si de volta a si tem comprimento multiplo
de T. Se um estado recorrente nao ¢ periodico ele é
aperiodico.

- Setodos os estados em uma Cadeia de Markov sao
recorrentes, aperiodicos e comunicaveis entre
si, entao a cadeia é dita ergodica.
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