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Integracao Numérica

Integracdo numérica

Integrais aparecem com frequéncia em célculo de probabilidades.

A probabilidade de um evento é a area abaixo de uma curva.

Em modelos complicados a integral pode n3o ter solucdo analitica.
Os métodos de integracdo numérica, podem ser dividos em trés grupos:

®© 6 0 o

@ Métodos baseados em soma finita.
@ Aproximar a funcdo por uma outra de facil integracdo.
@ Estimar o valor da integral.
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Integracao Numérica

Integracdo numérica

o Considere a distribuicdo Gaussiana com funcdo densidade probabilidade
dada por

f(x;p,0°) =

el o7),

o Gréfico da funcdo

T T T T T T T
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x
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Integracao Numérica

Integracdo numérica

@ O calculo de uma probabilidade qualquer baseado nesta distribuicdo é
dado pela seguinte integral

b1 1
P(a<x <b)= / —— (—— - 2) dx.
(a<x<b) 5 P o2 (x —p)7 ) dx
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Método Trapezoidal;
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Método Trapezoidal;

Integracdo numérica: Método Trapezoidal

@ Usa uma func3o linear para aproximar o integrando.
@ O integrando pode ser aproximado por Série de Taylor

f(x)~f(a)+(x—a) {%] :

o Integrando analiticamente essa aproximacado, tem-se

/abf(a)—i—(x—a) [%} dx

= f(a)(b—a)+ %[f(b) — f(a)](b— a).

%

I(f)

o Simplificando, obtem-se

I(f) ~ w(b —a).
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Método de Simpson 1/3;

Sumirio
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Método de Simpson 1/3;

Integracdo numérica: Método de Simpson 1/3

@ Aproxima o integrando por um polindmio de segunda ordem.
o Pontos finais x; = a, x3 = b, e o ponto central, x2 = (a + b)/2.
@ O polindémio pode ser escrito na forma:

p(x) = a+ B(x — x1) + A(x — x1)(x — x2) (1)

onde «, e A sdo constantes desconhecidas.
@ Impomos a condicdo que o polindbmio deve passar por todos os pontos,

plx1) = f(x1), p(x2) = f(x2) e p(x3) = f(x3).
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Método de Simpson 1/3;

Integracdo numérica: Método de Simpson 1/3

@ Isso resulta em:
a="f(a), B=[f(e)-fla)l/(x—x) e

f(X3) — 2f(X2) + f(Xl)

Ty

onde h= (b — a)/2.
@ Substituindo em 1 e integrando p(x), obtém-se

a+b

/:/ab f(x)dx%/abp(x)d [f( )+ 422y )]
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Método de Simpson 1/3;

Implementacdo: Método de Simpson 1/3

o A integral é facilmente calculada com apenas trés avaliacdes da funcao.

simpson <- function(integrando, a, b, ...){
h <- (b-a)/2
x2 <-(a+b)/2
integral <- (h/3)*(integrando(a,...) +
4xintegrando(x2, ...) + integrando(b, ...))
return(integral)

o Exemplo: Calcule f23X2dx

fx <- function(x) x72
simpson(integrando = fx, a = 2, b = 3)

# [1] 6.333333
~ 3 3 3
o Solucdo exata: f23 Xdx=%3=% -2 =634
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Quadratura Gaussiana;
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Quadratura Gaussiana;

Quadratura de Gauss

Método trapezoidal e Simpson s3o muito simples.

Aproximam o integrando por um polindmio de facil integracio.
Resolvem a integral aproximada.

Pontos sao igualmente espacados.

Simples e intuitivos, porém de dificil generalizac3o.

Quadratura Gaussiana é um dos métodos mais populares de integracdo
numérica.

Aplicacdes: Modelos mistos ndo-lineares, analise de dados longitudinais,
medidas repetidas, modelos lineares generalizados mistos, etc.

®© ©6 6 06 0 o
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Quadratura Gaussiana;

Quadratura de Gauss

o Forma geral da quadratura de Gauss:

b n
/ F(x)dx ~ 3 GF(x), 2)
a i=1

onde C; sdo pesos e x; sdo os pontos de Gauss em [a, b]. \item
Exemplo 1: Para n =2 a Eq. 2 tem a forma:

/ ? F(x)dx ~ Cif(xa) + Gof (x0).

o Exemplo 2: Para n=3 a Eq. 2 tem a forma:

/a ? Fx)dx ~ Cif(xa) + Gof (x0) + CoF ().
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Quadratura de Gauss

(*]

Coeficientes C; e a localizacdo dos pontos x; depende dos valores de n,
aeb.
C; e x; sdo determinados de forma que o lado direito da Eq. 2 seja
igual ao lado esquerdo para fungBes f(x) especificadas.
A especificacdo de f(x) vai depender do dominio de integracdo.
Diferentes dominios levam a diferentes variacGes do método.
Dominios comuns:

Q Gauss-Legendre, Gauss-Jacobi e Gauss-Chebyshev

/ab f(x)dx
/000 f(x)e *dx.
/oo

Q Gauss-Laguerre

© Gauss-Hermite
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Quadratura Gaussiana;

Quadratura de Gauss

(]

No dominio [—1,1] a forma da quadratura de Gauss é

1 n
/ F(x)dx = 3 G ().
-1 i=1

C; e x; sdo determinados fazendo com que a Eq. 2 seja exata quando
f(x)=1,x,x3,x3....

O ndmero de casos depende do valor de n.

Para n = 2, tem-se

(]

e ©

[ 11 F(x)dx ~ CLF(x1) + Gof (x2). (3)
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Quadratura de Gauss-Legendre

@ As quatro constantes Ci, (;, x1 e x2 sdo determinadas fazendo Eq. 3
exata quando aplicada aos quatro casos:

Casol f(x)=1 Mldx=2=CG+ G

Caso 2 f(X) = f_ll xdx =0= Cixy + Gxo
Caso 3 f(x) 2 f_ll xX2dx = 2 = Cx¢ + Cox3
Caso 4 f(x)=x3 [} x3dx=0=Cx3d + 3

Sistema n3o-linear de quatro equacdes e quatro incognitas.
Podem existir maltiplas solucdes.

Uma solucao particular é obtido por impor que x3; = —xo.
Pela equacdo 2, implica que C; = (; e a solucao é

®© 6 6 ¢

C1:]., C2:]., X1 = — e X =

Sl-
-
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Quadratura Gaussiana;

Exemplo: Quadratura de Gauss-Legendre

o Calcule fil x2dx.
o Usando Gauss-Legendre com dois pontos, tem-se

IR

o llustracdo

[

-10 -05 0.0 05 10
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Quadratura Gaussiana;

Exemplo: Quadratura de Gauss-Legendre

Quando f(x) é uma funcdo do tipo f(x) =1, f(x) = x, f(x) = x% ou

f(x) = x> ou qualquer combinac3o linear destas a aproximac3o é
exata.

Caso contrario o procedimento fornece uma aproximac3o.
Exemplo: f(x) = cos(x) valor exato é

(]

e o

1
/ cos(x)dx = sen(x)|*; = sen(1) — sen(—1) = 1.682841.
-1

(]

Usando Quadratura de Gauss-Legendre com n = 2, tem-se

/_11 cos(x)dx = cos(—1/v/3) + cos(1/v/3) = 1.675823.
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Quadratura Gaussiana;

Exemplo: Quadratura de Gauss-Legendre

o Graficamente, tem-se

)
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Quadratura de Gauss-Legendre
@ O ndmero de pontos de integracdo controla a precisdo da aproximac3o.

@ Em R o pacote pracma fornece os pesos e pontos de integracio.
o Exemplo

require(pracma)

# Loading required package: pracma

gaussLegendre(n = 2, a = -1, b = 1)

$x
[1] -0.5773503 0.5773503

=

#
#
#
#$
# [1]1 11

o Baseado nos pontos e pesos de integracdo é facil construir funcdes
genéricas para integracdo numérica.
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Quadratura Gaussiana;

Implementacdo: Quadratura de Gauss-Legendre

o Funcdo genérica

gauss_legendre <- function(integrando, n.pontos, a, b, ...){
pontos <- gaussLegendre(n.pontos, a = a, b = b)
integral <- sum(pontos$w*integrando(pontos$x,...))
return(integral)

}

o Exemplo: f_ll cos(x)dx.

#n =2
gauss_legendre(integrando = cos, n.pontos = 2, a = -1, b = 1)

# [1] 1.675824

#n =10

gauss_legendre(integrando = cos, n.pontos = 10, a = -1, b = 1)
# [1] 1.682942
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Quadratura Gaussiana;

Quadratura de Gauss-Laguerre

(7]

Gauss-Laguerre resolve integrais do tipo:

/Ooo e *f(x)dx

Integral é aproximada por uma soma ponderada.

/ e *f(x deZW, Xi).
0

Funcdo é avaliada nos pontos de Gauss e pesos de integracio.
Os pesos e pontos de integracdo sido obtidos de forma similar ao caso
de Gauss-Legendre, porém baseado no polinémio de Laguerre.

(4]

e o
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Quadratura Gaussiana;

Implementacdo: Quadratura de Gauss-Laguerre

o Funcdo genérica para integracdo de Gauss-Laguerre

gauss_laguerre <- function(integrando, n.pontos, ...){
pontos <- gaussLaguerre(n.pontos)
integral <- sum(pontos$w*integrando(pontos$x,...)
/exp(-pontos$x))
return(integral)
}
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Quadratura Gaussiana;

Implementacdo: Quadratura de Gauss-Laguerre

o Exemplo: [5° Aexp(—Ax)dx.

fx <- function(x, lambda) lambda*exp(-lambda*x)
#n =2
gauss_laguerre(integrando = fx, n.pontos = 2, lambda = 10)

# [1] 0.04381233

#n = 10
gauss_laguerre(integrando = fx, n.pontos = 10, lambda = 10)

# [1] 0.8981046

#n = 100
gauss_laguerre(integrando = fx, n.pontos = 100, lambda = 10)

# [1] 1
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Quadratura Gaussiana;

Quadratura de Gauss-Hermite

o Gauss-Hermite resolve integrais do tipo:

/oo e f(x)dx.

—00

(]

Integral é aproximada por uma soma ponderada.

/_ O:O e F()dx ~ 3 wif ().

i=1

(4]

Funcdo é avaliada nos pontos de Gauss e pesos de integracio.
Os pesos e pontos de integracdo sio obtidos de forma similar ao caso
de Gauss-Legendre, porém baseado no polinémio de Hermite.

(]
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Quadratura Gaussiana;

Implementacdo: Quadratura de Gauss-Hermite

o Funcdo genérica para integracdo de Gauss-Hermite

gauss_hermite <- function(integrando, n.pontos, ...) {
pontos <- gaussHermite(n.pontos)
integral <- sum(pontos$w*integrando(pontos$x,...)
/exp(-pontos$x~2))
return(integral)

}
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Quadratura Gaussiana;

Implementacdo: Quadratura de Gauss-Hermite

o Exemplo: [* \/%7 exp (—%yz) dy.

#n =2
gauss_hermite(integrando = dnorm, n.pontos = 2)

# [1] 0.9079431

#n =10
gauss_hermite(integrando = dnorm, n.pontos = 10)

# [1] 0.9999876

#n = 100
gauss_hermite(integrando = dnorm, n.pontos = 100)

# [1] 1
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Quadratura Gaussiana;

Limitacdes: Quadratura de Gauss

o Quadratura de Gauss apresenta duas grandes limitacdes:

© Os pontos sdo escolhidos baseado no polinémio escolhido, ignorando a
funcdo a ser integrada.

@ Ndmero de pontos necessarios para a integracdo cresce como uma
poténcia da dimens3o da integral. 20 pontos em uma dimensao
demanda 20% = 400 pontos em duas dimensdes.

n=20 n=100

@ Espalhar os pontos de forma mais inteligente diminui o ndmero de
pontos necessarios.
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Quadratura Gaussiana Adaptativa;

Sumirio

© Quadratura Gaussiana Adaptativa;
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Quadratura de Gauss-Hermite Adaptativa

@ Os pontos de integracdo sdo centrados e escalonados como se
—x2 . .
f(x)e™™ fosse a distribuicdo Gaussiana.
1 o . , . X2
o A média da aproximacdo Gaussiana serd a moda X de In[f(x)e™*].
o A varidncia da aproximacdo Gaussiana sera

= L inlf(x)e ] =]

@ Novos pontos de integracdo adaptados serdo dados por

~1/2
X =%+ [—%/n[f(x)e‘xzﬂng} Xi

com correspondentes pesos,

+
—1/2 X
w;im = {—aa—)len[f(x)e_xz]\xzﬁ} o Vit
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Quadratura de Gauss-Hermite Adaptativa

o Como antes, a integral é aproximada por

/ f(x)e_xzdx R~ z": wi F(xh).

i=1

Problema!! Como encontrar a moda e o hessiano de /n[f(x)e™*"]?

(7]

Analiticamente ou numericamente.

(4]

(7]

Caso especial Gauss-Hermite Adaptativa com n =1 — Aproximacio
de Laplace.
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Aproximacido de Laplace;

Sumirio
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Aproximacido de Laplace;

Aproximacao de Laplace

(]

Denote f(x)e™" por Q(x).
=+ ~

Comon=1,x3 =0ew =1, obtemos x;” = X.

(]

o Pesos de integracdo sdo iguais a
—-X Q%)
1" 1/2e 2 n/2)1 " 1/2€
= QR = (o) 1Q ()
@ Assim, a aproximac3o fica dada por

/f(X)e_dex = /eQ(X)dx

~ i f(xq") = (2m)"2 Q1 (%) 7200,
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Aproximacido de Laplace;

Implementacdo: Aproximacdo de Laplace

o Funcdo optim() encontra o maximo e o hessiano de Q(x).

laplace <- function(funcao, otimizador,n.dim, ...){
integral <- -999999
inicial <- rep(0,n.dim)

temp <- try(optim(inicial, funcao,..., method=otimizador,
hessian=TRUE, control=list(fnscale=-1)))
if (class(temp) != "try-error"){

integral <- exp(temp$value) * (exp((n.dim/2)*log(2*pi) -
0.5*determinant (-temp$hessian) $modulus))}
return(integral)
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Aproximacido de Laplace;

Implementacdo: Aproximacdo de Laplace

o Exemplo: [0 \/LZ? exp (—%y2) dy.

laplace(dnorm, otimizador = "BFGS", n.dim = 1, log = TRUE)

# [11 1
# attr(,"logarithm")
# [1] TRUE
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Integracdo Monte Carlo;

Sumirio

@ Integracio Monte Carlo;
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Integracdo Monte Carlo;

Integracao Monte Carlo

Método simples e geral para resolver integrais.
Objetivo: estimar o valor da integral de uma funcdo f(x) em algum
dominio D qualquer, ou seja,

® ©

= /D F(x)dx 4)

Seja p(x) uma fdp cujo dominio coincide com D.
Ent3o, a integral em Eq. 4 é equivalente a

I:/ @p(x)dx.

p p(x)

e ©

A integral corresponde a E (%)

(]
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Integracdo Monte Carlo;

Algoritmo: Integracao Monte Carlo

o Algoritmo: Integracdo Monte Carlo

@ Gere niimeros aleatérios de p(x);
Q Calcule m; = f(x;)/p(x;) para cada amostra, i =1,...,n.
O Calcule a média 37 | ™.

o Implementacdo para funcdes com D = R.

monte.carlo <- function(funcao, n.pontos, ...) {
pontos <- rnorm(n.pontos)
norma <- dnorm(pontos)
integral <- mean(funcao(pontos,...)/norma)
return(integral)
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Integracdo Monte Carlo;

Algoritmo: Integracao Monte Carlo

o Exemplo: [0 \/%7 exp (—%yz) dy.

# Integrando a Normal padrdo
monte.carlo(funcao = dnorm, n.pontos = 1000)
# [1] 1

# Integrando distribuigdo t com df = 30

monte.carlo(funcao = dt, n.pontos = 1000, df = 30)

# [1] 1.001312
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Funcdes residentes do R para integragao numeérica.

Sumirio

O Funcdes residentes do R para integracio numérica.
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Funcdes residentes do R para integragao numeérica.

Funcao do R para integracao numérica

o Funcdo integrate() implementa integracdo numérica usando
quadratura adaptativa.
o O algoritmo depende do tipo da funcio.

args(integrate)

# function (f, lower, upper, ..., subdivisions = 100L, rel.tol = .Machine$double.ep
# abs.tol = rel.tol, stop.on.error = TRUE, keep.xy = FALSE,

# aux = NULL)

# NULL
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Funcdes residentes do R para integragao numeérica.

Funcao do R para integracao numérica
o Exemplo 1: [ exp( 1y2) dy.
integrate(f = dnorm, lower = -Inf, upper = Inf)

# 1 with absolute error < 9.4e-05

o Exemplo 2: [1, x?dx
fx <- function(x)x"2

integrate(f = fx, lower = -1, upper = 1)

# 0.6666667 with absolute error < 7.4e-15
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Funcdes residentes do R para integragao numeérica.

Discussao

(]

Integracdo numérica aparece com frequéncia em modelos mistos n3o
Gaussianos.

Método de Gauss-Hermite (GH) é muito popular.

GH é limitado a integrais de baixa dimensdo n < 10.

GH é computacionalmente caro.

GH adaptativo é mais eficiente, porém ainda limitado.

Aproximac3do de Laplace excelente para integrando simétrico.
Laplace resolve problemas em alta dimens3o.

Pode ser inacurada para integrando assimétricos.

Integracao Monte Carlo depende da escolha da proposal.
Computacionalmente intensivo.

Resolve problemas de alta dimens3o a um alto custo computacional.

© ©6 6 6 6 6 06 06 0 o
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