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Notacdo e definicGes

Notacao e Definicoes

@ O vetor (n x 1) de variveis aleatérias (va) é denotado por
Y=(Y1,....,Yn)".
@ O vetor (n x 1) de realizacdes de uma va é denotado por
y=1... :}/n)T'
@ Denote f(Y;0) a funcdo de probabilidade (fp) caso discreto ou funcdo
de densidade probabilidade (fdp) do vetor aleatério Y.
o Parametro ou vetor de parametros Vetor de caracteristicas
numéricas de uma populacado.
Notacdo: @ vetor (p x 1) de pardmetros.
Espaco paramétrico é o conjunto de todas as possiveis combinacdes
entre todos os valores para todos os diferentes pardmetros envolvidos
em uma fp ou fdp. Notacdo ©.
Suporte é conjunto de valores realizaveis de uma va. Notacdo €.
Exemplos: Binomial, Poisson e normal.

e o

e o
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Notacdo e definicGes

Definicoes

o Uma estatistica é uma variavel aleatéria T = t(Y), onde a funcdo

t(-) ndo depende de 6.

Uma estatistica T é um estimador para 6 se o valor realizado

t = t(y) é usado como uma estimativa para o valor de .

o A distribuicdo de probabilidade de T é chamada de distribuicao
amostral do estimador t(Y).

o O viés de um estimador T é a quantidade

(7]

B(T)=E(T —90).

O estimador T é dito n&o viciado para 6 se B(T) = 0, tal que
E(T)=6.

O estimador T é assintéticamente ndo viciado para 6 se E(T) — 6
quando n — oo.

(7]
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Notacdo e definicGes

Definicoes

o A eficiéncia relativa entre dois estimadores T1 e T» é a razdo
er = Y em que V/(-) denota a variancia.
V(T2)

o O erro quadratico médio de um estimador T é a quantidade

EQM(T)=E((T —6)*) = V(T)+ B(T)>.

o Um estimador T é médio quadratico consistente para 6 se o
EQM(T) — 0 quando n — oo.

o O estimador T é consistente em probabilidade se Ve > 0,
P(|T — 6| > €) — 0, quando n — .
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Verossimilhanca
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Verossimilhanca

Funcdo de verossimilhanca

@ Sejam dados y uma realizacdo de um vetor aleatério Y com fp ou fdp
f(Y,0). A funcdo de verossimilhanca L(0) : © — [0, 00] para 0 é a
funcdo aleatéria

L(B)=1(Y,0)
onde f(y1,...,yn|0) é a funcdo de distribuicdo conjunta de Y.

© Caso discreto n3o hd ambiguidade entdo

L(6) = Po[Y =y].

@ Caso continuo em geral as observacées sdo medidas com algum grau de
precisdo em um intervalo (yi < y; < yis). Neste caso a verossimilhanca
é dada por

L(8) = Polyir <y1 < y15.¥21 < Y2 < ¥25, -, ¥n1 < ¥n < Yas).
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Verossimilhanca

Funcdo de verossimilhanca

@ Suponha que as observacdes sdo independentes e medidas com o
mesmo grau de precisao.

@ Assim, cada dado é medido em um intervalo
(vi — 6/2 < Y; < yi +6/2).

o Com estas suposicOes a verossimilhanca pode ser escrita como

((6) = T Polyi — 6/2 < i < yi +6/2)
i=1
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Funcdo de verossimilhanca

@ Se o grau de precisdo ¢ alto (J é pequeno) em relac3o a variabilidade
dos dados, a expressdo se reduz a

L(O) ~ <1£[ f(}/i,a)) 5"
i=1

o Finalmente, se § ndo depende de 8, temos

n

i=1
o Para enfatizar que a verossimilhanca é avaliada nas observacGes
usamos a notacdo L(0|y).
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Funcao de Log-Verossimilhanca

o A funcdo de log-verossimilhanca é a funcdo estocastica /(0) : © — R
definida por

1(8]y) = log (L(0y)) -

@ No caso iid, tem-se
10ly) = Zlog (81y1))

o /(8|y) = —oo quando L(€) = 0, mas isso ocorre quando
f(y1,...,yn|@) = 0 que tem probabilidade de ocorréncia igual a zero.
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Vetor escore

@ O vetor escore U(By) : © — RP é um vetor aleatdrio p x 1 definido

por
3’(%?)’)
ol(8|y o
vy =200 _ |
ol(6ly)
90,

o Notacdo popular em termos de gradiente
U(8ly) = Vol(ly).

o Notagdo j-ésimo componente de U(8|y) por U;(0|y).
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Verossimilhanca

Matriz de informacdo esperada (Fisher Information Matrix)

@ A matriz p x p definida por

1£(6) = Var(U(6]Y))
E(U(8]Y)UT (8]Y)).

é chamada de matriz de informacdo esperada.
o As entradas j e k s3o expressadas por

15k(0) = Cov(Uj(6]Y), Ur(6]Y))
— E(U,(6]Y)UL(8]Y))).
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Verossimilhanca

Matriz de informacao observada

o A matriz p x p definida por

0°%1(0
lo(0) =~ G

é chamada de informac3o observada.

o As entradas j e k da matriz de informac3o observada é dada por

021(0)y
Lojk(0) = —ﬁ-

o Primeira igualdade de Bartlett E(U(0]Y)) = 0.
@ Segunda igualdade de Bartlett

1£(0) = E(1o(9)).
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Verossimilhanca

Estimador de méxima verossimilhanca (EMV)

o Estimativa de méaxima verossimilhanca: Seja L(6,y) a func3o de
verossimilhanca. O valor 6 = 6(y) é a estimativa de maxima

A

verossimilhanca para 6 se L(0) > L(0), V6.

o Estimador de méxima verossimilhanca: Se 6(y) é a estimativa de
méxima verossimilhanca, entdo (YY) é o estimador de maxima
verossimilhanca (EMV).

o Em geral, 0 satisfaz a equacio de verossimilhanca
U(lly) =0.
o Um sistema com p equacdes e p incégnitas

U1(8ly) =0

U,,(O\y )=0
Méxima Verossimilhanca



Verossimilhanca

Intervalos de confianca

@ Um intervalo de verossimilhanca para 6 é um intervalo da forma
6 : L(#) > rL(6) ou equivalentemente, 6 : D(6) < c*, com
D(0) = =2[I(8) — 1(0)] e c* = —2log(r).

@ Para o caso multiparametros a ideia se mantém, mas trocamos o
intervalo por uma regido de confianca.

o Nesta definicdo r precisa ser uma valor entre 0 e 1, logo ¢* > 0 para
intervalos ndo-vazios.
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Verossimilhanca

Estratégias para construir o intervalo de confianca

L(6

\_/

o Verossimilhanca relativa ) >r
o Deviance D(0) = —2[/(0) — /(“)] < —2log(r).
@ Apbs definir o valor ¢* = —2log(r), é necessério encontrar as raizes da

funcdo de verossimilhanca relativa ou da deviance.
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Verossimilhanca

Estratégias para construir o intervalo de confianca

o De forma geral métodos numéricos serdo necessarios.
o Alternativa: Expansdo em séries de Taylor (segunda ordem) para /(6)
em torno de ¢

D(6) = —2[I(6) — I(6)]
~ 2 {/(9) —U@B) + (0~ D)) + 50— b) /"(é)]}.
o Eliminando termos, temos
D(0) ~ —(0 — 0)21"(f) < c*.
@ Resolvendo em 6 chegamos a intervalos da forma.

c*
_ l//(e)
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Verossimilhanca

Estratégias para construir o intervalo de confianca

— Verdadeira
= = Aproximada

D(6)

o Ainda precisamos definir r ou c*.

LEG/DEST/UFPR Maxima Verossimilhanca 18 / 26



Condicdes de regularidade

o O pardmetro 6 ¢ identificavel. Isso significa que se f(01]y) = f(62]y)
para quase todos y € R, entdo 61 = 0.

O suporte de f(f]y) é o mesmo para todo 6 € R.

O verdadeiro valor do parametro g pertence ao interior de ©.

f(6|y) é duas vezes continuamente diferencidvel com relacdo aos
componentes de 0 para quase todo y € R.

% e [ (caso continuo), ou % e > (caso discreto) podem ser
intercambiados.

e 6 o

(]
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Verossimilhanca

Propriedades do Estimador de maxima verossimilhanca
@ Sendo 6y o verdadeiro valor do vetor de pardmetros 0. Ent3o
o Consisténcia: £> 0o, ou seja,

P (|6~ 60> <) +o0. quando n—c.

@ Normalidade assintética:
63 N,(8,11(6)), quando n — cc.

o Qualquer termo assintoticamente equivalente a /g(@) pode ser usado.

6 ~ NM,(6, 1z*(9))
b ~ NM,(6,15(6))
6 ~ NM,(8, 15(9)).
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Verossimilhanca

Distribuicdo assintética da deviance

o Para um problema regular de estimacao, no limite com n — oo, se 0 é
o verdadeiro valor do parametro, entdo

D(8) = —2[1(6) — 1()] ~ x;

ou seja, a funcdo deviance segue uma distribuicdo Qui-Quadrado com
d graus de liberdade, onde p é a dimensdo do vetor 6.
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Verossimilhanca

Resumo dos resultados

@ O estimador de maxima verossimilhanca 6 de 0 é assintéticamente
ndo-viciado, isto é, E(f) — 6.

o Assint6ticamente V/(6) — 1z1(8), o qual por uma versio multivariada
do limite de Cramér-Rao é o melhor possivel, mostrando que o EMV &
eficiente para o vetor 6.

o Denote J = Iz}(8), entdo V(@) = J, sendo que, J é uma matriz
simétrica e definida positiva, com elementos J;; = Cov(é,-, éj) entdo J;;
éa variéncialde 0;.

o Denota-se J? de desvio padrio de ;.

@ Podemos construir intervalos de 100(1 — )% de confianca para 6; na

A 1
forma 0; £ zo Jii . Intervalos desta forma serdo denominados, intervalos
de Wald ou baseados em aproximacao quadratica da verossimilhanca.
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Verossimilhanca

Regides de confianca

o Para regides de confianca baseados na deviance considera-se
0 € ©:D(0) < c*, para algum valor c* a ser especificado. Pode-se
escolher ¢* baseado em justificativas assintéticas de que D(0) ~ Xf; é
uma escolha razoavel para ¢* = ¢, com P(X,z, > cq) = «, por exemplo
se « = 0.05 e p=1, entdo ¢, = 3.84. Isto gera uma regiao de
100(1 — )% de confianca. Estes intervalos serdo denominados de
intervalos deviance.

@ Note que intervalos deviance e baseados em verossimilhanca s3o de
certa forma equivalentes. A diferenca é a justificativa para a forma da
regido de confianca.

o Discutir os tutoriais | e Il.
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Método delta

o Considere obter um intervalo de confianca para qﬁ g(0) por
invariancia temos que ¢ = g(H) e a varidncia de ¢ é dada por

V($) = V(g(8)) = Ve(8) " Ie(§)"'Vg(8)

onde

~ AN T
V() = (3§§f),...,3§§5)>

o De imediato, temos

¢~ N(¢,Vg(0) I£(8)1Vg(0)).

o Ver tutorial Il1.
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Verossimilhanca

Verossimilhanca perfilhada

o A verossimilhanca perfilhada de 0 é definida por

~ ~

[(6) = L(6, ).

o A forma apresentada sugere um procedimento de maximizacdo em
duas etapas. A primeira consiste em obter Xo que maximiza
1(0,\) =log L(6,\) com respeito a A supondo 8 fixo.

o A seguir maximiza-se /(0). Assim, uma regi3o ou intervalo de
confianca para 0 pode ser obtida usando que

D(6) = —2[1(6) —1(8)] ~ xj

onde p é a dimensdo de 6.
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Verossimilhanca

Parametros ortogonais

o Considere um modelo estatistico parametrizado por 8 = (61,02)". No
caso da matriz de informacdo de Fisher ser bloco diagonal

1g(0) = (IEICEO) IE2O(0)> )

os vetores de pardmetros 81 e 0, sio ditos ortogonais.

o A distribuicdo assintética de 81 é a mesma se 05 é considerado
conhecido ou desconhecido.

o Definicdo similar pode ser feita usando a matriz de informacao
observada.

o Ver tutorial Il.
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