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CAPITULO 1

INTRODUCAO E REVISAO

1.1 Inferéncia Estaistica

Este texto trata sobre a teoria da igfecia estastica, ou pelo menos sobre uma consideravel parte.
Para explicar o significado do termo "inégrcia estastica”, vamos comecar com o que a enciclopedia
fala sobre isso.

Estatistica Pode ser definido como o corpo de uma conceidade nétodos com uma abstrag da
informa@o sintetizada dos dados observados, com o @sip de caracterizar os aspectos do
ferbmeno de interesse quacsrelevantes para um particular objetivo. Assim, as ésti@as pos-
suem um amplo campo de apliéas no estudo de todos os®emenos onde se stigm que algum
fator de erro esteja presente em ddilicem alguns fatores sisté@ticos cuja os efeitos &€&t em
destaque; Acontece que o resultado destes fatores, quenpeetedescritos por alguma “lei ma-
tematica”, € sobreposto por um componente que transforma esta lei gqulaadade estédstica”.
Para examinar as caractesticas esgnciais do femeno, a teoria estedtica faz um amplo uso de
técnicas de teoria das probabilidades, especialmente quasmbesrvages dispoiveis réo co-
brem todas as possibilidades do &mneno sob observag. Neste caso, o problema de “inégrcia
estatstica” chega, onde o objetivé inferir sobre caractédsticas de tod ocom a obsenzg; de
uma parte disto.

Portanto, a fim de realizar uma investigagstdstica,& necesario estabelecer qualo ferdomeno
exato sob considerag, e estabelecer explicitamente quais as caractgsticas observaveis, chamadas
variaveis relevantes para nosso @ejpo . Deve-se tan#@mn especificar um subconjunto de casos nos
guais queremos focar. Por exemplo, suponha que avarile interesseé a altura das pessoas. Talvez
considerar o total geral(para toda pop@agumana) ou focar em certo contexto géfigo (como uma
nag@o) e/ou em certo tempo. Este conjunto de cé&sosamado de populag, e cada case chamado
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de indiMduo; algumas vezes termos casos e unidadlesisados. Esta derivag desta terminologia
historica, a estastica originalmente se desenvolveujunto e em infevapm a demodiffia; hoje em dia,

os termos “indiiduo e populago” nao se referem necessariamentea seres humanos, quandaceles s
usados no sentid@tnico. Em alguns estudos, a popéa¢odaé examinada, isté chamado de censo.
Em outros casos, somente uma *amostra* i.e um subconjurgoplda@oé examinado, mas o objetivo
continua sendo investigar toda a popa@lac*Infeencia Estdstica* constitue a operag atraes da qual

a informa@o fornecida pela amostéausada para tirar conclss sobre caracfsticas da popul&p.

Este tipo de procedimen®um passo a diante no que diz respeito a aproXamastdstica puramente
descritiva, que simplesmente tenta resumir as cafatit&ts mais relevantes dos daos observados. O
texto presenté sobre a teoria e osétodos que direciona as opedag de infegncia estastica.

Exemplo 1.1. Para ilustrar os conceitos introduzidos, vamos introduzirexemplo bastante simples.
Uma indistria que produz bombas hidraulicas compra de diferenteededores muitos componetes
necesarios para sua prodag. em particular, juntas degstico usados para unir elementos &recos
sao fornecidos por uma companhia em lotes de 5000. Obvianeentemprador precisa avaliar a quali-
dade das juntas fornecidas a fim de eliminar, ou ao menosireiiyificativamente, a possibilidade de
uma junta com defeito ser usada. Sendo que o custo de repansadeanheira encontrada com defeito
seja muito maior do que o custo da junta em si, poderia sefaleteestar todas as juntas colocando-as
para trabalhar sob uma préasspor um curto tempo, antes de adotar para p@au@or outro lado, o
tempo neces$sio para criar e executar o teste das juntas representastm cu

Uma saida parado examinar todas as juntas fornecidas mas apenas alguigasiod 50, e usar a
informagdo fornecida por estes testes para avalianmero de juntas com defeito no lote todo, e para
decidir sobre possibilidade de devolver o lote ao forneced® resultadodo for satisfatrio. Ao fazer
iss0, s temos que considerar que o subconjunto testado no @erafirconter a quantidade de juntas
com defeito exatamente na mesma proporgue o lote. Neste exemplo, podemos considerar o lote de
5000 juntascomoa populag de interesse ,e cada junta como um indigidNeste momento, nosso inte-
resse no indiduo esta restrito a um aspecto em effjggy, sobre se eat‘conforme” ou “rao conforme”

as especificdies . As caractgsticas observadas nos elementos daa amadtr&o de interesse direto,
exeto como um meio de fazer inégrcia a respeito de caradsicas da populap como um todo.

Vamos agora discutir o motivo de frequentemente examinsapenas uma amostra aoéavde toda a
popula@o, o quee aperentementeprefetvel, uma vez que evitaria qualquer indetermémem nossas
conclu®es (quando realizado com plena exadbijl

e O custo da inspé&p na populago toda pode ser muito alto, seja pelo grandenero de in-
dividuos ou pelo alto custo de cada insggp@¢cMesmo quando recursos economicos possam estar
disporiveis para o censo da popudex; o dano causado por um estudo amostral padesreder o
custo do censo.

e Uma vez que a investigag completa da populag frequentemente leva muito tempo, isso pode
facilmente entrar em conflito com pedidos urgentes.
Por exemplo, o censo geral de uma popatagiumanaé feito em intervalos muito longos
(normalmente a cada dez anos), e os resultados destassassgaipublicados muito depois. Por
outro lado, existem muitos problemas eg@omncos e socias, tais como os relacionados ao custo
de vida ou desemprego, para os quais infofmeagefasadasao €0 aceidveis , uma vez que o
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governo e as @ncias devem tomar suas déas muito mais rapidamente.

e Em muitos casos, existe uma popudagirtual queé efetivamente infinita esta situg ocorre
guando casos do fenomeno sob estudo pode ser replicade\tants quanto se queira . Suponha,
por exemplo, que queiramos estudara capacidade de uma lologa a prs&o sanginea em
seres humanos; a popudexrelevantee enfio formadas por todas as pessoas a quem a droga
poderia possivelmente ser dada, i.e. toda raca humarsgneee futura. Claramente apenas em
estudo amostral e exqugel aqui:

Observe que a maoir parte dos experimentos ifiens e tcnobgicos caem nesta situaEm.

e Em alguns casos, a insj@;de unidades amostrais désta propria unidade. Por exemplo, a
aralise da durao de um lote deelmpadas envolve deixa-las ligadas por muito tempo, pdssive
mente a& queimarem.

Contudo, no fim da insp@g,as &mpadas eab comprometidas. Sea popuacfor finita,
claramente o censo da popwag invaravel, a @o ser que a populag depois do teste seja
irrelevante.

1.2 Amostragem

E evidente que a amostra deve representar, tanto quantvelpss caractésticas da populdp,
afim de permitir a expa@® das caractesticas da amostra para a pop@dac Este requisito algumas
veze<e referido dizendo que amostra deve ser representativa.

Para ilustrar este ponto, suponha por exemplo que membrasdesociedade cientifica amadora
desejam levantar uma pesquisa sobre atitudes e compottentgs habitantes da cidade deles a cerca
de problemas raciais.

Inicialmente, os membros da sociedade podem pensar enmaeaos seus conhecidos , e administrar
a estas pessoas m quesfidn adequado. Ist@ , entretanto &cil de ver porque esta conduéa
grsseiramente inadequada. Os membros da sociedade formagrupo de pessoas compartilhando,
para alguma projép, caractésticas relevantes tais como, culturais, status sociamyssivelmente
inclinagdo poltica. Estes elementos em comum podem ser esperados emsrgpa@entes, amigos,
vizinhos e colegas, mesmo a mais fraca caeexContudo, este procedimento de s&ted¢e elementos
da amostra tendo a selecionar integrantes com caistatas relacionadas, que em &dicrio fi0
independentes quanto a@ptco do questionamento. Em poucas palavras, esteda poderia gerar
uma amostrado representativa.

Contudo, mpara obter uma amostra adequada, o grupo podeselesgionado para inclas na amostra
nas bases da caradsica que 8o independentes das caraigicas em estudos.

Por outro lado, iss@ um tanto difcil, e em alguns casos virtualmente imges§ escolher carac-
teristicas que envolvam esta propriedade.

Uma solu@o para o problem@ solecionar os elementos da amostra al@hente, sendo por defidig
independente de qualquer cararstica. Para visualizarum processo de sibegleabrio, &€ conveniente
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imaginar uma urna com bolas numeradas. Cada uma desss®ciada a um elemento da popadtac
Bolas §o tiradas da urna, e elementos asociados a cada &oledntinuar a amostra *****,

Mesmo este regime super simples nos leva duas variantegiceam reposip das bolas. &Am disso,
aleabriamente Ao siginfica selecionar com a probabilidade constante; @ontdiferentes variantes
chegam a associar diferentes probabilidades de&ejegra as bolas. Todas essas vagagcasionam
diferentes tipos de amostragem, das quais apenas a maiesi(npas Ao a mais importante) ser
discutida aqui com atefg@ especial ao caso de uma popa¢infinita”. NOs antecipamos que o
procedimento amostral adotado produz efeito no procedmuminfeéncia.

1.3 Estafstica e Probabilidade

NOs ja apontamos que a infarciaé um assunto com um certo inéwel grau de incerteza,pois
elaé completamente irrealista, rxeto em circé@msias exepcionais, imaginar que a amostra representa
exatamente todas as caratgticas da populap.

O grau de proximidade entre as caraidti@ras da amostra e da popwag¢ uma entidade vavel que
pode ser estudado com ferramentas de teoria de probakilidastaarea da mateatica joga, er&o,
uma tacada edscial no desenvolvimento da teoria eistita, assim algumas vezes se tornécdise
estabelecer fronteiras entre as duas disciplinas.

Observe qué na verdadeo fatoda seda;de amostrade acordo com um esquemadleajue permite
aralise materatica do grau de correspadicia entre amostra e a popwa¢ Assim uma alise rao
poderia usar diferente cgitio de selego, assim como a sefg subjetiva das unidades amostrais
decididas pelo experimentador, ou uma auto-8&lega amostra, i.e., sitl&g onde as unidades se
colocam a frente para entrevista.

Para comecar a explicar como a teoria da probabilidada eatteoria de inf@ncia estastica vamos
voltar para nossa amostra de 50 juntas de um lote de 5000.

E conveniente pensar no lote como uma urna com 5000 bolasradase onde uma prop@g 6
desconhecidad@® pretas, e a propdigQ restante@ brancas. Das 50 bolas retiradas, um ceitoeroY
sa0 pretas; suponha= 4.

Para estimar o totaX de bolas pretas na urna, ou equivalente para estimar a géap®y € natural
considerar a igualdade.

4-+-50=x-+5000 (1.2)

gue nos leva a

6 =4/50

e Existem alternativas raaoeis por este raciato, por esta escolha &
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e Quao precisce a presente estimativa de comparado ao verdadeiro valor? Podemos obter um
intervalo dos valores plaiveis de6?

e Se o fornecedor garantiu que o lote damtuma propordo de defeitos o maior que 5%, existe
evidéncia suficiente para afirmar que o lote seja inadequado eém®eaepara o fornecedor ?
Leve em considerd@p que o fornecedor pode facilmente alegar gqo® simplismente retiramos
uma amostra "ruim’que 5%awv € diferente de 8%, e que o teste no lote todo poderia certament
resultar que existem menos de 5% de defeitos.

e A equa@o 1.1é certamente um cétio razoavel, mas pode ser usada somente para avaliar o
tamanho de uma sub-popuder; X neste caso, ou equivalentemente uma prdpmig neste caso.
Podemos construir um cgitio geral usavel em situaes praticas,mesmo para uma sii@mgais
complicada que nosso teste de juntas? Um exemplo de um pr@l@stdstico rao-trivial € o
seguinte: em um estudoédico, um gupo de pacientes afetados por um certo tipcadeec
passando por quimioterapia usando uma combBimapropriada de diferentes drogas. Idealmente,
as doses de drogas deveriam ser suficientemente altas palbateo o tumor, masao 8o alta a
ponto de gerar toxidade (definido como colocar a vida do p&eiem risco); Se neces®, 0S
ciclos do tratamentc® repetidos &que a doenca desapareca. Depois que todos os pacimtes s
tratados e exonerados os dad@s analisados para estudar a rataentre a intensidade de toxidade
e a dosagem da droga, onde o aévidentificar a dosagem mima para uma mistura otimizada de
drogas necessias para remover o tumor, evitando toxidade desnadas$e conhecidos fatores
concominantes como sexo do paciente, idadagestio tumor, tipo histologico do tumor taérin
poderiam ser incluidos no estudo. Claramente, um problesta depcie rao pode ser trabalhado
com o resultado da equaag 1.1.

Retornando para nosso exemplo simples de controle de quie)ida ponto de vista da teoria de pro-
babilidade, da rel@p entre a propo&p desconhecid@ e os rumeros observados de defeit¥s,Neste
contexto, o amero observado Y pode ser considerado como um valor ardostesiavel aledtriaY a
qual a distribui@o de probabilidade depende @& do esquema amostral adotado. Especificamente, a
distribuicdo deY & binomial ou hipergeoétrica, dependendo se a amo&ti@m ou sem supos$ig,desde
gue a popula@o seja finita. Contudo, estas distibuicoas bem pbximas neste caso, por causa da pe-
guena fra@o amostrada, 50 tiradas em 5000. Assim, por simplicidaal#erpos restringir a disclss
ao caso binomial.

Uma priori com respeito a amostra, a probabilidadeYjuesulte o valor observadoé

P{Y =y} = ( 5;0 ) 6Y(1—0)°0Y (1.2)

Onde Y& um inteiro entre 0 e 50. O conjunto de geess valores dé € o conjunto de rd®es
do tipo K/500, ond&KEDO, 1, ...,5000; Contudo este conjunto pode ser razoavelmente bemiiyaix
pelo conjunto de todos ogimeros enj0,1] Como 6 varia em[0, 1], a aproximago 1.2 abrange uma
familia toda de distribuiges, apesar de termos apenas um vald dae atualmente controla a gedac
de dados.

Desde o ponto em diante, in&rcia pode ser considerada como uma oeralistrindo o pametrof
gue identifica a verdadeira distribéig de probabilidade de Y dentro da fdiende distribui@es 1.2
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Consegéntemente, de agora em diantésmao iremos mais falar sobre popules, mas preferivel-
mente sobre variaveis aléaias e a infegncia sobre os pametros das distribuigsé entendido como
uma conefo entre populdies e vadveis aledirias.

1.4 Alguns Problemas Tipicos

O foco de todo este text, na verdade, para discutir quéssst que aprareceram naged.3.
Apesar de uma discuBs mais siste@tica ser representada no$ximos cajtulos, & util introduzir
aqui algumas idias chaves inicialmente em um paalinformal.

1.4.1 \Verossimilhanca e estimativas

Uma das queses na se&go 1.3 perguntava por um @&fio geral para constrég das estimativas
pode ser informalmente tratavel como um valor plausivejanios@, no lugar do valor desconhecido
6.

Uma vez que o dado amostiatado pory =4 em nosso exemplo, 1.8, uma fun@o def, a saber

L(6) = ( > ) 64(1-6)* (0<6<1)

Esta fun@oé mostrada na figura 1.4.1

Esta expres® fornece, como fudo de 8, uma probabilidade a priori da obser@acque tem
sido realmente observador. Contrariamente, isso pode ssidevado como uma medida de con-
cordancia entre qualquer valor nominal @ee as observdges, consequentemente explicando o nome
verossimilhanca dado pat46). Note que, apesar de todos os valores (#) serem probabilidades a
fungdoL(6) em si raoé uma distribuigo de probabilidade.

E enfio um tanto natural selecionar o ponto de maior verosimgihaocaso uma estimativa @eseja
requisirada. Um simples exécto matenatico mostra que o &ximo delL(6) ocorre em

6 = 4/50,

Issoé chamado, por r@p obvia de estimativa dearima verossimilhanca

Podemos imediantamente expandir etatdo para uma situag um pouco mais geral considerando um
nimero gelrico n de elementos amostrados, com umaro de defeitos observados denotados por Y,
um inteiro entre 0 e n. E&b a varavel aleabria Y ossui distribuio binomial com indice n e pametro

6, e a verossimilhangaagora

n

| =L(0) = ( y ) 0Y(1— )™ (1.3)

gue corresponde a estimar
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6 = y/n (1.4)

Apesar de o crédrio de maximizago da verossimilhancaan ter produzido nada diferente do que
obtivemos antes por um mais simples, mais direto argumenfresente Ci&rio possui vantagem
gue pode ser aplicado a problemas onde &d faz sentido, na verdade, isso pode ser aplicado onde
passamos escrever a verossimilahnga, assim , cobrinddiomero enorme de situaes paticas, como
se@& demostrado nos capitulos seguintes.

1.5 Estimag@o de intervalo e teste de Hipotese

Num primeiro momento, pode parecer que a etiéadco Unio atributo da aflise de dados.
A discus&o na sego 1.3 mostra o erro desta crenca, levantando (ameno adicional de qudss, cuja
a discusao ros gostariamos de iniciar.
Sabendo queavé esperado que a estimativa tinha coigaicia com o verdadeiro valor do panetro.g
natural olhar para um intervalo que deve ser presumiveknesriter o péametro. No exemplo anterior
com 64/50 nbs olhamos para um intervalo em termo d&@ no qualée plausvel qued esteja. Como
um intervalo no chamado intervalo estimado8de
Um diferente, mas relacionado, problema aparece quanuressio comparar a estimativa, ou mais
genericamente as obserdag, com um valor de refemcia do pametro. Por exemplo, na discéss
da se@o 13, a quesio considerada de querer decidir se o dado fornecia evalarfeivor ou contra a
alegaéo de que a propoap de defeitos no loteaw exeda 5%. Problemas deste tifo shamados de
teste de hipteses.
Vamos explorar, previamente seguindo informalmente, par imptervalo de estimap e teste de
hipbteses &o problemas similares, na comprasms Se Bs tivermos selecionado algum intervalo es-
timado(61, 6>) paraf entio qualquer valor dé@ contido neste intervalo e de alguma forma coriyeht
com a evi@ncia empirica contida na amostra. Por outro lado, se oétipotvalor6 = 5% considerado
no problema de testes de bipses eétno intervalo(6,6,), enfio, a hiptese sobré naoé conflitante
com o dado.
Pra escolher o interval®,6,), ndbs novamente fazemos uso da faogle verossimilhanca. S¢5Dé
o ponto preferido por ter a maior verossimilancaertami&m é verdade que outros pontos no inter-
valo [0, 1] sho mais ou menos plaveis dependendo de seu valor de verossimilhanca. Estavaigso
implica que o criério de inclu&o de um ponto no intervalo de confianca deve ser baseadolaro va
da verossimilhanca naquele ponto, comparado ao vadoimo. Somos edb levados a considerar a
verossimilhanca relativa.

L(6)

Que varia em|[0,1]. Figura 1.5 representa a verossimilhanca relativa coorefente a
verossimilhanga da Figura 1.4.1, dicartando a pragmdp intervald0, 1] onde a verossimilhanga em
si é descartada. Send@8) constante com respeito@ o grafico & essencialmente os mesmos que o
anterior, exeto pelo fator escala.
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funcao de verossimilhanca

I I I I I I I
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

parametro

Se tivermos que escolher um intervalo p@rgpoderiamos selecionar um conjunto de pontos satis-
fazendo a cond#p.

~

L(6) >1/2
Ou outra constante semelhante, por exemplo

L(8) >1/5

Para esta escolha a Figura 1.5 mostra o intervalo de coaf@mgespondente.
Considere agora a quéast de decidir sobre o valor retarcia® = 5%. A verossimilhanca relativa
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para este ponté 0 668, um valor razoavelmente alto, 2at5% rao parece em conflito com o dado
observado. Uma insp&ag na Figura 1.5 mostra a co@xentre intervalo de confianca e teste de
hipbteses: a plausividade do valor 5% deriva da verossimithaglativa, e est em correspondencia
com o fato de que 5% esteja no intervalo de confianca.

Isto é interessante para examinar o efeito do aumento do tamanhmadstra, consequentemente "o
montante de inform&@p”, sem mudar a estimativa do paretro. Em nosso exemplo, suponha que
ambos, o tamanho da amostra e quantidade de defe@tosgdabrados. Apesar d& nao mudar, a
funcao de verossimilhanca e a verossimilhanca relativa muéaangura 1.5 mostra o delineamento da
verossimilhanca relativa para ambos os casesH0 en = 100. Para a nova fuag da verossimilhanca
relativa, valores dé@ diferentes def sao agora menos plausiveis; a nova famgle verossimilhanga
dita ser “mais concentrada” em torno ée

Em particular a verossimilahnca relativa éin= 5% vai de 0668 para 0446. Apesar de d&o ser
extremamente baixo, o novo valérum tanto menos razoavel que o anterior. A ch®ét €ria ou
nao este deé@scimo de confianca no valor de 5% suficiente para rejeitar @walor plausivel; Este
problemaé essencialmente relatado como uma escolha do valor limijgara a verossimilhanca
relativa, /5 na discus®o acima e na Figura 1.5. Esta diséssed ampliada nos piximos caftulos,

por enquanto, estamos restritos a colocar de lado algumeptes RAsicos.

1.6 Principio da Amostragem por repeti@o

Até agora a motivap dos principios e dos@wodos dicutidos foram inteiramente intuitivos. 16to
entretanto, po$gel examinar estes @odos por uma perspectiva diferente, estudando suasqutages
matenaticas.

Fazendo isso, adotamos o érib de considerar estimativas e outras quantidadesoakdas astnicas
estatsticas como valores amostrados de variaveis@leat Por exemplo a estimati¥e=y/n depende
deY, queé um valor amostrado de variavel ale@d; 6 € da mesma natureza. Este ponto de vista faz
chegar no principio da amostragem por ref@igue consiste em considefacomo uma quantidade
amostrada variavel algata e no estudo das propriedades desta variavebaiaat

A palavra repetigo surge da seguinte considetag

Se a amostra for retirada, um grandemero de vezes e, para cada amostra, a etimativad@ma
verossimilhangca for computada, @atcada valor indidual da estimativa poderia realmente ser
considerado como uma amostra de &ael aleabria. No exemplo discutido @tagora, o lote esp#ico

de juntas poderia ser um de um fornecimento regular; Asssa sgua@o poderia cair facilmente
dentro do pringio da amostragem por repe&t@. Em muitos outros casos, esta replizade amostras
nao acontecem realmente, mas ainda argumentamos COMOo BESSeQT.

Adotando o principio da amostra por repat@ uma escolha completamente separada dericriue

foi produzido pelo ratodo estastico sob considerap; o mesmo principio pode ser aplicado para
tecnicas Ao relacionados com a verosimilhanca, cometados podem ser adotados puramente de
considerages quantitativas ,ao envolvendo o jincipio da amostragem por repéta

Para demostrar como o principio da amostragem por ré&uetighciona na fatica, considere.1 onde

Y & amostrado de uma amostra abei@Y com distribui@o binomial com indicéN e o padmetro6.
Usando resultados elementares da teoria de probabilidatsdiatamente obtemos.
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Que diz que em @diad & concentrado er8, gual seja este valor claramentésmio temos certeza
de que o valor observado cﬁeseja igual ad, de fato na maioria dos casos istdonpe verdade, mas
razcavel saber que o @todo o possui umicio sistenatico. A
Para saber o grau de pre@isde estimativa,ds podemos considerar uma medida de variabilidad® de
em particular.

var[6] = var H _valY]_ou-o

n

Uma importante implicego deste resultadé que a vaéncia vai para 0 quando = c, uma
caracteistica altamente desejada. Se uma quant@icawunerica da va@ncia acima for necesga, &
obtida substituind® pelo valor observad@ na expres&o final.

1.7 Estafstica e Problemas reais

A teoria da infeéncia estasticaé sobre pincipios gerais e C@rios que motivam certas constogs
matenaticas, em particular @iodos que possam ser usados para abranger problemasratasmto
mundo real.

O caminho dgico desses prifgios kasicos para sol@p de problemas reaéextremamente longo, e
cruza diversos teridrios. A primeira part& inteiramente dentro do dénio da materatica no esigio

final, deve-se entrar no mundo da eédnidia emifrica.

Este texto abrange apenas o primeir@ggt, exeto por alguns componentes resumindos em outros as-
pectos. Quando desejamos mover para aficaie neétodos estédticos em problemas reais, como
temos que a tarefa de unir os dois mundos da demlfagrmal e da eviéincia emifrica, estee 0 campo da
esistica aplicada.

No decorrer dos anos, dsticos aplicados desenvolveram um amplo apanhadéarecas para aju-

dar esta oper&@p. Algumas dessas ferrament@a® £xtremamente poderosas e sofisticadas ao ponto
de envolver netodos de inteligencia artificial. Contudo, estas ferraa®eréio §.0 auto-suficientes para
resolver estes problemas, uma vez que muitas apksago netodos de infé@ncia estastica taméem
envolvem algum desentendimento dodereno sob considerag.

Nos casos mais simples, o0 conhecimento comum pode bassatasos menos triviais, inteig com

0 especialista sarnecesaria. Uma integrago fruifera de diferentes contextos aéaucos @&o €, no
geral, algo &cil de se alcancar. Isso requer de ambos ods ladosiststae pesquisador, uma mente
aberta para entender e aceitar os ppits e nétodos de umarea diferente.

Trabalhando a esfiatica sozinho ou em parceria com algum pesquisaglanuito importante que

0s netodos estadticos sejam aplicados levando em conta os fpios kasicos do contexto darea.
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Em algumas aplicdies, a motivago da aalise estdsticaé mais pragratica do que exploratia do
fendbmeno, e muitas veze&io existe um “contexto darea” poprio; Contudo, ao menos alguma forma
de informa@o acerca do f@imeno sob estudo é@ssempre virtualmente presente. De qualquer forma
alguma informag&o esh dispoiivel e o estastico deve fazer uso dela, evitando a teatagle uma
manipula@o nunérica cega dos dados.
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CAPITULO 2

INTRODUCAO

Este curscé sobre infegncia estastica, ou seja, aprender oaximo poss/el com um particular
conjunto de dados, sobre o real mecanismo ou processo quewn s vamos considerar problemas
envolvendo modelos probalsticos complexos, potencialmente com muitosipeetros desconhecidos.
Assim a classe de problemas que nos vamos estudiderente daqueles vindos de M232 porque aqui
nos vamos ter muitos pametros desconhecidos, e ainda difere daquela vinda de,Nd®B&ue nos
nao nos restringiremos a uma simples classe de modelos. Rasvalar um uma simples e unificada
abordagem para fazer intarcia baseada na fulxg de verossimilhanca e suas propriedades,ést
abordagem que gerou o termo Iréacia baseada em verossimilhanca.

2.1 Exemplos motivacionais

Exemplo 2.1.Xy,...,X, sdo i.i.d v.a com distribu@o N(6,1), onde6 & um paametro desconhecido.
Qualé o melhor estimador d&, se a amostra observaday, ..., X, qual a melhor estimativa ?

Este problema envolve um simples @auetro e vaaveis i.i.d, assim foi mostrado em M232, que o
melhor estimadoé x=n"1s" , x com um intervalo de confianca de 95% dado pﬁf%, com suas
respectivas estimativas. Relembre a diferenca entre adine estimatia, um estimaderuma v.a, e
uma estimativée um rumero. Assim, o estimador de um intervalo de confianca de ®b5%a intervalo
aleabrio que conédm o valor verdadeiro dé com probabilidade @5, ou seja, repetindo-se a avaiag
da amostra para esta \@rel, os intervalos que carh o verdadeiro valor d@ com probabilidade 95,

onde a estimativa um intervalo que pode conter o verdadeiro valofdri réo.

Exemplo 2.2. Xq,..., %, S0 i.i.d v.a com distribu&o deX; sendoN(a + 3, 02) parai = 1,...,n onde
0 = (a,B,0) & um vetor de p@&metros desconhecidos. Suponha que estamos interessatcamrar
uma aproxima@o paraf. Como o problem& multi-paémetros, ou sejd € um vetor, isto esta dentro
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do escopo de M232, mais desde que o modelo prdbtbd seja:
Xi=a+pi+&

ondeg ~ N(0,0?), ou seja, uma regres linear com erros normais. Este problema foi resolvido em
M235 dando os melhores estimadores para o0 vetor daprosd.

Exemplo 2.3.Xg,..., X, S30 i.i.d com distribuigoN(u, 02), onded = (i, 0?) € um vetor de p@metros
desconhecidos. Suponha queXgs correspondem a mensudas de algum componente manufaturado,
gue falha quando combinado com outro componentem, s&est@or do que uminel u. Em vez de
estar interessado em encontBaaproximadamente, aqui a inéarcia estasticaé necesdria para uma
combina@o de paimetros:

e Seu é fixo, ento a probabilidade do componente setrting, P(X; > u) = p, & o paémetro de

interesse, mais
u_
p=1-0(-5) = 0:(60)
ondeg; (0) & uma fun@o deb.

e Seu pode ser designado somente dado o valor da probabilidad&ide thamad®;, ento o
palmetro de interesseu satisfazendo

U=pt+0o td—1(1— pg) = ga(6)

ondegy(6) & uma funéo deb.

Exemplo 2.4. X3, ..., X, sao v.a independentes com distritancsendo
n
N(a + ZlBjWi’j’az)
i=

parai = 1,...,n ondew; ; sao covaraveis (varaveis explandtias), 8 = (a,By,...,Bq4,0) & um vetor
de pametros desconhecidos. Suponfaepresenta a idade de morte de uma pessoan atributos
Wi 1,...wi,d correspondente (fuma o@a, sexo, peso, etc), ou seja,

N 0 se a iesima pessoa fuma
1171 1 seaiésima pessoado fuma
Consequentemente, os faretrosf;, j = 1,...,d mostra o impacto no tempo de vida, destes fatores

explanabrios. Um nedico pode estar interessado no impacto do fumo. Agsirmostra o impacto que
o fumo tem sobre o tempo de vida, dado todos as outradweasiexplandtrias, mais o interess&e em
Bj. Dado a estimativa dé € sua incerteza o que pode ser dito apenas fhlite
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2.2 Instalacao geral

Suponha qu&y, ..., X, sdo v.a observada tendo distribaa; conjunta que depende de fnaetros
desconhecido8 = (6, ...,6,), que tem espaco par&tnicoQ, assiméf € Q. TomadaX = (Xy,...,Xn)
a distribui@o conjunta d&X & dada para vaaveis aledirias coninuas por

f(x; 0) a fun@o densidade de probabilidade conjuntde

e para v.a discreta por
p(x; 6) a fun@o de probabilidade d¢

Esta fun@o avaliada nos dados observades(xy, . ..,X,) (uma realizago deX) & chamada de fu@g
de verossimilhanga d@. Como esta furgpo & uma fun@o estritamente dee 6, isto pode ser denotado
porL(6,x), mais os dadog siao conhecidos e fixos, assim, nos estamos interessadoste@nenomo
varia a verossimilhanca coff isto gera uma notaép simplificadaL(6). Consequentemente a fio;
de verossimilhanch(8) &
L(0) = { f(x;0) caso corihuo
p(x;8) caso discreto

Para evitar repet@es, na discug® geral da furigo de verossimilhanga nos usamfds; 0) irrespec-
tivamente, para vaaveis corinuas e discretas. Nos ainda vamos trabalhar com o log dadute
verossimilhanca, a log-verossimilhanb@) &

1(6) =logL(8)
Como logé um fun@o mordtona

L(61) > L(62) se e somente $€6;) > |(62) (2.1)

1. Nos podemos pensh(6) el(8), como uma mensurag do quanto os dados suportam os valores
de 8, como sendo os valores verdadeiros do vetor pataco, de outra forma, podemos pensar
em quanto "plausel’que 6 tenha gerado os valores observados.

e SeX é discreta, para cad® L(6) da a probabilidade de observase 0 for o verdadeiro
valor do paametro.
e No caso conhuolL(0) é a probabilidade do elemento
P <X <x+dx,i=1,...,n;0)
lim
5x—0 OX1,...,Xn

2. tﬁgﬁ € uma mensura&@p da verossimilhanca relativa @g e 6,. Usualmente, a verossimilhanca

relativa de pametros e estudada por examinar%% =1(61) —1(62), ou seja, a diferenca em

log-verossimilhanca. O valor absoluto da verossimillagea um importante papel para comparar
diferentes.

3. Umimportante caso especial para o qual adrge verossimilhangfacilmente obtidé quando
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Xi1,...,Xy sao i.i.d v.a sendo assim
n
LB)=[]1f(x8) 6€Q
1

Outro caso simpleé quandaoXy,...,X, sdo independentes v.a maiamso identicamente dis-
tribuidas, ou sejaX; tem fungo densidade de probabilidaflg(x;; 6) enio

L(O) :Iﬂlf(xi;e) 8cQ

Dado esta defingp a verossimilhanca parece apasei, para trazer bons estimadores para o ver-
dadeiro valor d&9, sendo que este valor dec Q que maximiza a verossimilhan¢&0). Este
estimadorg, & denominado estimador dedMima Verossimilhanca d e satisfaz;

L(B) = ?G%XL(G) (2.2)

Similarmente, vinda da propriedade B Batisfaz

1(8) = rye%xl(e)

E aprecavel tomar o conjunto de valores de faretros que2o mais consistente com os dados
observados, ou seja, intervalo/r@gide confianca pafh sendo aqueles valores @gara os quais

a verossimilhanc@ relativamente grande, sendo guss pontos de gximo. Tomamos como
regiao de confianga aquele conjunto de valore§ g@ra os quais

L(6 .
1< LE_B <c ouequivalentementel (8) —1(8) =logc =c
para alguns valores dg, ou equivalentec. Estes argumentos para a estidmm@ regbes de
confianca pard, sao toda a infeégncia baseada em verossimilhanca. Todo o restxnicali-
dades que as vezes tiram o foco da simplicidade daasdasicas.

— | —
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CAPITULO 3

VEROSSIMILHANCA PARA UM
PARAMETRO

Neste capulo nos vamos considerar problemas envolvendolnimo paametro, ou sejaf = 0,
e para simplificar as discu®ss fazemo¥, ..., X, sao i.i.d varaveis aledirias vindas de um modelo
probabilstico f(x; 8), com valores observados,...,X,. Assim, 0 conjunto gerad como em M232
caftulo 4, assim a maioria desta §®@ uma reviao natural.

3.1 Principios

Para o problema de inféncia na situgdp, a verossimilhancha(6), e a log-verossimilhancé(6)
sao fun@o uni-dimensionais, assim todas as propriedades @uels interesse podem ser discutidas
geometricamente. Desde que as&egis sejam independentes

L(8) = q f(%:6) (3.1)

[(8) =logL(8) = .il()gf()(i; 0) (3.2)

Um grafico fipico da fun@o de log-verossimilhangdado como segue:

Toda a informago vinda dos dados sobre o verdadeiro valof @st na fun@o de verossimilhanca
ou log-verossimilhanca. A eststica trata de assuntos onde a inforag¢dados) & resumidas
de forma mais compreeingl possvel, infelencia estastica rao € diferente, vindo da fuldo de
verossimilhanca nos queremos procurar o melhor estimaaksvel parad, e o conjunto de valores
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de 8 mais consistente com os dados observados. Seguindo asdis@oisoduzimos:

e O melhor estimador dé provavelmenté o estimador de &xima verossimilhanca, que maxi-
miza a verossimilhanca, veja oafico.

e O melhor estimadc® o conjunto de valores mais péxeis, denominado de intervalo de confianca,
€ o conjunta 6, 6,) onde

LO) _LO) . s<s<q

L(6) L6y

Para alguma escolha convenientecdequivalentemente

1(6)—1(6) =1(8) —1(8y) =logc' = ¢

veja o gafico. Claramente, aumentandac alarga o intervalo de confianca.

e Otermo
D(6) =2{I(6)—1(6)} >0
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2.0e-10
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Verossimilhanca

1.0e-10
I

0.0e+00
I

Valores de theta

frguentemente no curso, vamos chamar este termo dédudeviance. Aqui o intervalo de
confiangaé o conjunto
{6e€Q:D(0) <c'}

ondeC* = 2c. A funcao de verossimilhanca mostrada acienfpica mais em alguns exemplos
nao usuais podem ocorrer, a verossimilhanca pode apresifet@ntes formas, como a seguir:

Aqui em(a) § = 6, assim o melhor estimador coincide com um ponto final dovater enquanto
em (b) para algum valor de o intervalo de confiangé a unéo de dois intervalos disjuntos, mais
para outros valores deé um simples intervalo.

Para um problemadsico de infegncia a abordagenébicaé derivar a fungo de verossimilhanca
e obter a curvatura para 0s valorestbeta 6. e ;. Isto nem sempré satisfabrio, e as vezes requer
soluges rumericas, iss@ um tanto insatisfatio, porque @o nos permite sentir qual a infiocia da
amostra sobre as estiamtivas. Nos vamos contornar issoicmdonsiderando duas abordagens:

e Olhar exemplos onde se pode trabalhar analiticamente.
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e Aproximar a verossimilhanga, usando resultados paradpuan- c e ainda trabalhar analitica-
mente.

Nos consideramos o primeiro caso aqui, e o0 segé@nelstudado na sag 2.3.

Exemplo 3.1. % ~ N(6,1) assim

n

H6)= r!@”)‘% exp 250 — o Bexp 2 2la(i-6)
i_

paraf € (—o, ), portantoQ = (—oo, ), sim

1(6) = —glog<2n>—§_i<xi —9)2=C—%i(>q oy

ondeC &€ uma constante quéa depende d&. Assim a fun@o de log-verossimilhan@uma fun@o
guadatica exata, € completamente definida por:

e O aposi@o do naximo.

e 1(0), a altura da log-verossimilhanca n@rimo.

2 a A - - ’ -
° %26—) =1"(8), a curvatura da log-verossimilhanga néximo.

\oltando ao exemplo, temos

91(6) _11igy— < (x

g =)= i;(x. —0)?
021(0) 9I'(6)
062~ 96

assim a log-verossimilhangsexatamente uma fuag quadatica def. Resolvendd’(6) = 0 temos

n

I'(6) = i(xi ~-6)=0— 6= 21X

Queé um ponto de i@ximo, pois”(6) < 0. Resolvend®(6) = c¢* dadosé, e 8. Temos que

D(6) = _im o

Assim, B =X— /S ey =x+,/S.

| (X —X) =n(X—0)

™M=
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Nota. 1. Ointervalo de confiangasingtrico sobred desde que a log-verossimilhanca seja&tima
sobref. Para o intervalo acima ser de 95% de confiayica= 1.96, ou sejac* = 3.84.

2. Adistribuido deD(6) & umay?, uma Qui-Quadrado com 1 grau de liberdade, agsinN(6, %),
ou equivalentementgn(x — 6) ~ N(0,1).

3. Como o quadrado de uma Normal gale uma Qui-Quadrado segue o resultado. Note que
P(x? < 3.84) =0.95

Exemplo 3.2.X; ~U(0,0), assim

f(x;e):{ 61 . 6>maxx)

0 : 6<maxXx)

Assim
1(8) = 6" : 6>maxXx)
N 0 : 6 <maxX)
ou sejaf) = [max(xy,...,Xn), | , assim a verossimilhan@como segue

Note que neste caso a pdsicdo naximoé dbvia olhando para o gfico, 6 = max(Xi, ...,Xn), mais
naoé dado por resolver a equagl’(6) = 0. Por que ?
Aqui 6. = max(Xy,...,Xn) assim, a

D(8y) = 2n(log(8,) —log(8)) = c*

Nota. 1. A log-verossimilhancadoé quadatica, nem tornandn — o. A razao para ist@ que &
uma informa@o desigual sobr@ em um lado da verossimilhanca. Nos sabemos dfie@ pode
ser menor que o maior valor observado, mais épmuca eviéncia, vinda dos dados solleem
6.

2. Afuncdo de verossimilhanca depende do fxax .., x,), €n, somente vem de uma amostra.
3. Adimen&o da varavelé dado pelo pa@ametro.

Exemplo 3.3.X; ~ E(8), assim
f(x;0)=0exp ¥, x>0

n
L(6) =[] 6 exp
il

comQ € (0,), assim

Aqui temos que,
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assim a log-verossimilhan@adncava, de ordem infinit& uma fun@o polinomial. Resolvendo
I’(6) =0, temos

|

3

X

Il

o

D

Il
X |~

mesmo este sendo um exemplo simples, uma &olngnéricaé necesaria para encontrd, e .
Para isse Util examinar a forma d®(0) para ver o que ela diz sobre os valores. A figura 3.1 mostra a
D(0) paran=10,n= 25 en = 100.
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dev.thetal
4
|

N M= 10\n =100 n=/25

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

theta

Nota. 1. O giafico acima mostra que quand@ grande a vizinhanga doaximoé aproximadamente
quadatica, ou seja, nesta régi

D(6) = 2(1(8)) — [1(6) + (6 — 6)I'(6) + %(9 -6)21"(9))) =

A\ 2
n6—9
0

assim os intervalos ficam dados por:

~ ~ C*
6 =6(1+/~

e
6=6(1—/>
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A figura ?? mostra a fungo de log-verossimilhanca e a aproxifdaguadatica usada para cons-
truir o intervalo.

2. Paran pequeno a furip de log-verossimilhang@assingtrica sobre o m.l.e, consequentemente
assim o intervalo de confianca exato.

Aproximacao da log-verossimilhanca
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3.2 Invariancia

Em aplica@es pode ser de interesse alguma &amgo paametro do modelo, por exemplo, na expo-
nencial(0) (Exemplo 3.3) o interesse pode ser em

@=P(X<u)l—exp o
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Para algum tvel u fixado. Ou em alguma parametriZacalternativa do modelo probaistico.

Slx

f(x @) = éexp‘

ondeg = % = E[X]. Nesta sego nos mostramos que o estimador e o intervalo de confiamgaepte
paametro pode ser derivado diretamente da&onge verossimilhanca paéa e especificamente vindo

def, 6. ef;.

Geralmente, supomos que estamos interessados em algameparg = g(0), uma fun@o um-a-
um de6, e que a verossimilhanga, o m.l.e e o intervalo de confisigaequeridos parg, ou sejal(¢),
. peq.

Desde queL(¢p) = L(g(0)), a fun@o de verossimilhanca para & obtida vinda da furéip de
verossimilhanca dé por transformago na escala de no g@&fico:
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Consequentemente, vindo desteafigos fica claro que = g() ; 6. = g(6.)
ilustrar isto a figura 3.2 mostra isto para a exponef@jalExemplo 3.3) conm = 25 ondegp =
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Nota. 1. Invarianciaé uma propriedadétil quando somente uma maximiZaxda verossimilhanca e
deriva@o de intervalos de confiancasneces®io mesmo que o interesse seja em muitasdasc
do paadmetro desconhecido. Nos consequentemente podemossgscpirametriz&m mais con-
veniente, para posteriormente derivar os estimadoreseahs de confianca para os @uetros
de interesse.

2. Embora nos possamos ter uma &z aproximago quadatica da log-verossimilhanca paffia
isto pode ser ditil parag(0) e vice-versa.

3.3 AproximagOes assinbticas da verossimilhanca

O exemplo da sép 3.1 mostra que mesmo para problemas simples,&sanaticas fo0 compli-
cadas de serem obtidas, quan@o 1.0 imposs/eis. Quand@ necesario usar um ratodo nunérico
para encontrar a estimativa@amtemos como entender como as carastieas amostrais influenciam na
formula do intervalo de confianca. &h disso, nos aindao temos nenhumaéih de quais valores de
c* sa0 neceswios para fazer intervalos de confianca baseados na weilbssica, dados por:

B0eQ:D(B) <C”
sendo de 95% ou 99% de confianca. Nestas@ps usamos aproxiniaes da verossimilhanca que

ocorre quandm — . Todos os resultados vem da seguinte expamesn gries de Taylor, em torno do
m.l.e.

1(8) =1(8)+(8—0)I'(6) + %(e —6)2"(6") parale™ — 6| < |66 (3.3)
1'(6) =1'(6) + (6 — B)I"(67) para|6t — 0] < |6 — 6] (3.4)
Para simplificar a not&p nos fazemob (6) = 1’(6), denominamos de fug escore, e fazemos
lo(8) = —1"(8), denominamos de informag observada, e
0%logL(6;x)

() = E{lo(8)} = E{~—— 5},
e denominada de informag esperada, ou inform@ag de Fisher. Note que aqui nos olhamos as pro-
priedades dé&J e l,, considerando propriedades amostrais, ou seja, trocammw X. Estes dois
termos &0 fundamentais para determinar o comportamento das égwmda verossimilhanca (3.3) e
(eq:l.deriv.taylor). Assim, a furdp de verossimilhanca e log-verossimilhanga saraveis aledirias,
determinando a posi do néximo, 8, o gradiente da furdpU (6) e a curvaturd,(6).

3.3.1 Resultados e definies

Definicdo 3.1.SeT = T(x) tem a propriedad&(T) = g(0), para alguma furigppg de 6, ento T &
chamado de estimado&a viciado dey(0).
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Lemma3.1.E(U(8))=0eV(U(O)) =1g(0).

Lemma 3.2. Se T=T(x) & um estimador&o viciado paraf, enfio E[T] = 0, e V[T] > [Ig(6)] 1, é 0
denominado limite de Cra@n-Rao.

Lemma 3.3. Se T= T(x) & um estimador o viciado para ¢8), enfio V[T] > [¢'(8)]?[le(8)] L.

Prova. Sabemos que

a2l
IE<<p)=E{— d;)f)} (3.5)
Entretanto,
o _o0al
op 0¢@adfd
assim

A _gea  (90)’
00?2 09?290 \Jdo

926 1 \?,
:WU(G)Jr(W) 1”(6

2 (0) I£(6)
E{‘ 3¢? }:Oﬂg'E(eﬂz

Aqui o Ultimo passc baseado no lema 3.3.2 e na defiigle informago esperada. O resultaéo
obtido por inserir a expre&e da derivada em 3.5.

segue erdto, que

3.3.2 Principais resultados

Embora os resultadosadsicos da teoria de verossimilhanca, die dados nesta s&g, 10 usual-
mente aplicados, elesfia $0 \alidos universalmente, nos devemos assumir as seguimdgdes de
regularidade:

1. Q é finito dimensional e o verdadeiro valor & um ponto interior d€.
2. Para nenhum dois valores diferentefida verossimilhanca igual.

3. As primeiras 3 derivadas dl§9) existem em uma vizinhanca do verdadeiro valofde
Estas condiges em e€mncia, dizem que a dimeas da distribuigo rio pode depender dk e assegura

gue comn — o a log-verossimilhanca converge para uma forma catadr em uma vizinhanca do
m.l.e, e assim depende somente da [@sgo m.l.e e da curvatura da verossimilhanca no m.l.e.

Teorema 3.4.Para um problema de estimag regular, no limite quando A o, sef & o verdadeiro

valor do paémetro erdo A
VIE(8)(6—6) ~N(0,1)
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ou seja,8 ~ N(6,1g(8)~1), nos denominamos isso de distrikiificassinbtica de®.

Prova.
U(8)=—(6—-6)lo(8")

Desde qué) — 6 comn — o, enfio 8 — 6, tamtem. Nos podemos aproximky(8) por g (6) ento

ComoU (0) & a soma de vaaieis aledirias, aplicando o teorema do limite central, vindo do lema ,

i)l —Z onde& ~N(0,1)
[le(6)] 2
Desde que ©) (©)
AU le
=Z X 1=Z

Corolario. Seg = g(6) ento @ ~ N(@,[g(8)]%Ie(p) "t com n— . A consegancia importante do

A~

corolario 1, & que M¢) = [¢(8)]?V(8).

Coroléario. Em termos assibticos €10 equivalentes &l 6) e podem ser usadas no teorema, as quanti-
dades;

A

1£(8)(6—6) ~ N(0,1)

A

10(68)(6 —0) ~N(0,1)

V/1a(8)(8 - 6) ~ N(0,1)

mais as propriedades de convérgia $0 diferentes em cada caso.

Teorema 3.5.Para um problema de estimag regular, no limite com r- «, sef & o verdadeiro valor
do pametro, temos A
D(6) = 2[1(8 - 1(6)] ~ x*

Prova. Este resultadé baseado na expatsde Taylor (3.3).

D(6) =2[1(8) —[I(8) + (6 +6)U(6)
(6—06)2,(6™)

Como na prova do teorema 3.8 — 6 assim




3.3 Aproximages assirtiticas da verossimilhanca 35

Vindo do teorema 3.4, Z N(0,1) e 22 ~ x2.

3.3.3 Discusao dos principais resultados

O teorema thm:assim.dist assoaciado com os aoosl o que:

1.

O m.l.e,0 de 6 & assinbticamente &o-viciado,E(8) — 6.

. 6 atinge assiritticamente o limite de @mer-Raoy (6) — [Ig(6)] 1.

Nos denominamo[d;E(Q)]_% de erro padio def, as vezes escrevemss6).

Nos podemos construir intervalos de confianghdes assirdticamente com 100 — a)% de
confianca par® na forma6 iz%, ondeZ% € o quantil da distribu&o Normal, por exemplo, se

a =0.05entoZg = 1.96, nos podemos denotar este intervalo (or A, ).

O estimador de Bixima Verossimilhancg = g(é) de ¢ = g(0) é assinbticamente &o viciado,
ou sejaf(g(6)) — 9(6).

0= g(é) atinge assiritticamente o limite de @mer-Rao, ou seja,

V(9(6)) — [d(6)][1e(68)] = le(g)

. Denominamos o term|g’(6)|[IE(6)]*% de erro padio deg.

. Nos podemos construir intervalos de confianca dé 1100 )% de confianca par@ = g(9) da

formag(6) +Zg ]g’(9)|[IE(9)]‘%, ondeZg & o quantil da distribuigo Normal.

A

. Em todas as expre®ssig (6) pode ser trocada pelos termos asginamente equivalentés(9),

A

10(8), 10(6), similarmentey’(6) pode ser substitda porg'(8). Muito estudo foi dedicado para
dizer que estes® os melhores termos para serem usadosatear E foi verificado qui(0) tem

as melhores propriedades. Isto entreté&tibvio, como nos queremos obter a melhor aproxaoac
da fun@o de verossimilhanca, apenas usando a curvatura obaeri&m disso, a informaip
observada@ a mais &cil das quatro ofiies de ser obtida, o q@éesempre uma propriedade muito
boa.

Correspondente ao teorema 3.5.

1. Pelos argumentos da &ec¢3.3 nos temos que 0 mais interessante estimador de uwaintele

confiancaé da formaf € Q : D(0) < c*, para algum valor de*. Para dizer que o intervale
exatamente de 100— a )% nos precisamos escolherde tal forma que se retirarmos repetidas
amostras e construirmos intervalos de confianca, esteésrdeam o verdadeiro valor d& com
propor@o 1— a. Istoé geralmente imposgel de fazer, a menos se usagtodos computacionais.
Entretanto, cormtomado grande, o Teorema 3.5 sugestiona que uma escolrencamee c* = c,
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comPrx? > cq = a por exemplo, s&x = 0.05, enéio ¢, = 3.84. Uma simples e conveniente
abordageng usarc* mesmo quen seja pequeno, e fazer disto uma aproxiawado intervalo de
1001 — a)%. Claramente ainda um intervalo baseado na verossimilhanga mais para amostr
pequenas o valor verdadeiro dgpode ser ligeiramente diferente do que o valor de égia.

2. Note que vindo dos teoremas 3.4 e 3.5 nos temos duas aboedpgra obter intervalos de
confianga: a baseado no teorema thm:assim.dist guetervalos(6,,6,), e a baseada no teo-
rema 3.5 que @ (6, 6y) para o patmetrof8. O intervalo baseado no teorema 3.d0 simples
de serem constrdos, mais &0 possuem a importante propriedade de i@venia, sendo assim, se
@=9(0) ento

a menos queg seja linear.

3. Intervalos de confianca congtitos usando o teorema 3.40sbaseados na verossimilhanca, mais
eles §io baseados em uma log-verossimilhanca correspondente aproximago quadatica
da fun@o log-verossimilhanca exata. Entretanto nos podemo® \granto bom o intervalo
de confianca 8., 8,) como uma aproxim&p para(f_,8y) por olhar o fechamento da log-
verossimilhanga quadtica para8. Mesmo se a aproximag for boaé importante lembrar
que se o interesse em algum outro pametro@ = g(8) e se considerar necés® inter-
valo de confianca par@. A melhor abordageng usar o intervalo baseado na verossimilhanca
(@, @) = (9(6.),9(8,), mais desde qué_ e B, nao possam ser encontrados exatamente uma
aproxima@o sea necesdria. Examinando a log-verossimilhanca peracerca do m.l.e nos po-
demos ver que d€¢) & mais enviesada qugd).

e Sel(p) & menos enviesada a melhor abordagemsar o intervalo aproximac{dq (Zu)

e Sel(6) & menos enviesada, &ota melhor abordageéusar o intervalg(6,); g(8y).

3.3.4 Exemplos

Nesta seg§o nos consideramos com mais detalhes os exemplos 3.1 - 3rhaefanilia de
distribuigdes denominada de 'fdtia exponencial'.
Exemplo 3.1 (Cont): Normal com nédia desconhecida. Relembre

0)-c-3 5%

e B =X, 1o(8) = —1"(6) =n. Note que sempre quig(6) & uma constanté:(6) = I,(6). Aqui a
log-verossimilhanc@ uma forma quadtica perfeita, assim

e aforma dos dois intervalos de confian&a sguais(6.,8) = (6., 8y).
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e Ambos intervalos@o exatos,

consequentemente, o intervalo de (100 a) de confianca tem extremos em:

~ _ C(X ~ _ Ca
B =X—4/— e =X —
L \/ - &u +4/ -

onde aPrx? > ¢4 = a. Para uma amostra ae= 25, a verossimilhanca e o intervalo de confiar@a s
mostrados na figura 5.

Suponha agora que o interesseaemn g = PrX < u= ®(u— 6) parau desconhecido, eab Q=
P(u— 9 e g(p_ @) =PU-— 6.), ®(u — 8y). Afigura 6 mostra a log-verossimilhangee o intervalo de
confianca(@, @) e ((n_ @). O trabalho para o interval@_, @ ) & como segue

lo() =n  g(6) = d(u-6)

assim

2
1 10, B\2 21
_ = aypg -6 =
exp 2
{ NeT ks } n

Consequentemente, o erro paaole dado por

~ 1 _1y—
se(¢p) = {—EGXP 2t 9)2}

Resultados par@ e @, segue de sua defirig.
Exemplo ?? - ExponenciaRelembre que

[(8) =nlogb — Bx

e B = 1/x, 1,(6) = n6~2. Note que desde qug(8) seja uma constante (8) = lo(8). Aqui a log-
verossimilhanc ligeiramente enviesada assim o intervalo de confiangxiapado(6, 6) nao vai ser

exatamente igual 66, 6,). O intervalo aproximado, obtido usando a infor@a@bservada, acerca do
m.l.e,é

6,6 = 0(1—2z/vn),B(1+2z/Vn),

ou seja, como encontrado antes usando a abordagem de ag@xir® intervalo de confianca baseado

na verossimilhanca precisa de s@agnumerica, veja a Figuras 3.1. Claramente quandamenta

a aproximago melhora, tomando uma forma razel quanda > 100. Agora suponhfp P(X <
u) = 1—exp—0u é o interesse. A figura 7 mostra ogdrintervalos de conflang(m (n) (qq qh)

(1— exp—6yu, 1 — exp—tildegu) (0 menor intervalo) para = 25 dados examinadosue= 0.75.

Exemplo 3.4. A variavel aleabria, X, & chamada pertencente a familia exponencial unipetréca se
f(x;0) = exph(8) + k(x) +c(0)t(x)

ondehk,c et sao fun@es tais quefg f(x;0)dx= 1, ondeR & a dimen&do de X. E neste caso a
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verossimilhan¢a para uma amostra ié.d

n

L(6) = uexph(m +K(X) +c(O)t(x)

= expnh(8)+ $ k(x)+c(8) Zt(xi)

= expnh(0) +Kk(x) +c(0)t(x)

Assim,
() = nh(8)+k(x)+c(0)t(x), e
Ud) = 1'(6)=nH(08)+c(6)t(x)
= c(0) {t(x)+n:((66))
= c(O)[t(x)—1(6)]

ondet(0) = _2?9()9)- Denomina-se o terme( 8) de termo cadnico et(x) de estdstica suficiente. Vindo
dolema 1, 0= EU(0) =c/(0)[Et(X) —1(0)] assimEt(X) = 1(0). A principal propriedade da failra

exponenciaé que

Teorema 3.6.Se Xé pertencente a faita exponecial, efdto t(X) atinge o limite de Craf@r-Rao, ou
seja, E{X)=1(0) e
Vart(X) = [t'(6))[l(6)]

Isto & geralmente, visto como uma boa propriedade readimstante restritiva e nem sempre assegura
boas propriedades da verossimilhanca. A caso particuladenissoé bomé quandog = c(0) é o
parametro de interesse, este pamnetroé denominado de pametro cadnico. para ilustrar isto tome
c(6) = 6 ento

I'(6) =nh(6)+t(x) e I"(6)=nh"(6)

assim a posigo (altura) do ndaximo depende dos dados, mas a curvatura e as derivadas de ondeém
sao independentes dos dados, dependendo apenas do tamaahmwsia, assimgl(8) = 14(0).

Exemplo X ~ N(6,1) enéo,

1 1 2
f(x;0) = ——exp 29
(% 6) TP
= exp{—% log(2m1) — %(x2 —2x0 + 62)}
aquih(0) = —%2 , k(x) = [~ log(2m) —x?]/2, c(8) = 8 et(x) = x. Aqui 0 paAmetro cabnicoé 8

assim a log-verossimilhanca padem a curvatura independente dos valores amostrais.
Exemplo Uniforme: Relembre que a fu@p de log-verossimilhanca rio quadatica para todan.
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Consequentemente as aproxies 3.3 €?? nao podem ser usadas. &sh dos mais este problema
de infeénciaé rao regular, com as condies de regularidade R! e R&m $i0 atendidas. Etodos
alternativos &o necesaios aqui e dado* = —2log(1— a).

~ ~ ~

Prova. Desde qué} = 6 < 6, nos precisamo@(@u < 0)=1-a. Entretando,

P(B,<6) = P( xpc “/(2n) < 6)

= P( 6d) onde d=exp—c"/(2n)
= P(maxXy,...,Xn) < 6d)

= P(Xp<6d,...,X, <6d)

P(X1 < Gd)] por indepenéncia
ed] :

fe
6<

Kl
"=1-a

Il [l
Q_r—|’_‘

assim exp-c*/2=1— a e segue o resultado.

3.4 Teste daraao de verossimilhanca

Em alguns casos nos estamos interessados em testar searalmrtie um parmetroé consistente
com os dados. Este valdl, vem tipicamente tem alguma sudgesfisica conhecida do fémeno ou de
analises anteriores. Nos podemos testar ateipe que

6=6 comarestriafode 0 Q

por comparar a verossimilhanga sob cada uma déddsps. A verossimilhanca sob o reinvindiae
L(8p) considerando que o&mimo da verossimilhanca pafac Q é

maxl(6) = L(B).

Assim comparando a verossimilhanca nos temos que a veritiesnca relativa para a hipesee

L(6 L@\ o B
L(6o) oulog<L(90)))—I(G—I(eo)_[)(eo)/z

assim a evidncia parafy € testada vindo da deviance calculada no valor reinvidic&tomo in-
tervalos de confianca baseado na verossimilhaagalsrivados usando a deviance, segue que testar a
hipotese qué = 6y € equivalente a construir um intervalo de confianca e venséoo reinvidicado est
dentro do intervalo. Tomando como exemplo o castN@@ 1) (Exemplo 3.1). Sx= 6.3 en= 100
testar a hiptesed = 6 ao rivel de 5%. Aqui nos temos duas abordagens: uma construievato de
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confianca de 95% ou calcular a deviance em (5). O inte&alo
Xx+1.96//n=6.3+0.196= (6.104 6.496)

assim exclui a hiptese def = 6 assim a hipteseé rejeitada ao inel de 5%. Equivalentemente, a
deviance2
D(6) = n(X—6)? = 1006.3—6)?> = 9> 3.94

assimé uma deviance significativa advel de 5%. A conclu®o & que os valores dé contidos no
intervalo de confianca de 95% g todos os valores d& que €0 aceitos em um teste de bipse com
nivel de 95%. Assim nosao precisamos examinar testes debteges em mais detalhes, porque efas s
idénticos a construir intervalos baseados na verossimi¢ghanc

3.5 Conclu$es

Nos temos visto que a constaa de estimadores de &ima verossimilhanca e intervalos de
confianga associados, apresentam boas propriedades danéian@o de verossimilhanga (ou log-
verossimilhanca). Frequentemente calc#laf, 6, requer nétodos nuréricos, assim nos estudamos
aproxima@es para a furép de log-verossimilhanca, usando aproxiGespquadaticas que &o justifica-
das corm — o para problemas de estin@gregulares. Am disso, nos temos mostrado queEnalde ser
um estimadordgico, o estimador de Bkima verossimilhanca assinbticamente anelhorestimador, e
comn — o & rao - viesado &m de atingir o limite mirmo de Crarér-Rao.
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CAPITULO 4

VEROSSIMILHANGCA COM
MULTI-PARAMETROS

Neste cafiulo ilustramos o corpo da fuag de verossimilhanca para problemas de diders
O conceito de estimados dearima verossimilhanca extendido de forma simples de um para dois
palmetros: no caso de dois paretros a pos#p de ponto de Aximo na superfie de verossimilhanca
sobre 0 espaco par&tnico. A exteng@o de um intervalo de confianca, para doisapagtros requer o
conceito de re@io de confianca, ou seja, um conjunto bidimensinal. A erdgseé examinar o corpo
gue a regdo de confianca tome em uma dim&gogle problemas. Durante todo o ttajp toma-se
Xi,....,Xn sendo independentes v.a.

Exemplo 4.1.X ~ N(u,0?) com8 = (u,0) e aspago para@iricoQ = (—o0, ) x (0,) . Consequen-
temente

_ . 1 —ﬁ{(xi—ﬂ)z}
L(6) = ill \/ﬁoe

10) =S tlog2mlog o — - (x — )
—i; 5109 go—55 (N—H

1(6) :—glog<2n)—n|oga—2%2;(>q—u)2 (4.1)

Para uma amostra simulada com n325- 10,0 — 1 A Figura 4.1 mostra a log-verossimilhanca,sob a

A

forma de contornos, tracado éi®) =1(6) — j paraj=1,.....,5
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Normal com media e variancia desconhecida

(@)

2 4

L0

0

o

e ]

i

L0

i
| | | | |
9.0 9.5 10.0 10.5 11.0

u

Note que os contorno&s razoavelmenteigticos, com maior e menos ares pralelas oaip&tros,
o verdadeiro valor aparece no contorno mais forte, a logssimilhancaé quadatica com respeito
a u,assimé sinetrica sobrefl, ja a fun@o & assingtrica com respeito @. Pode-se ver uniinico
parametro, fixando um pametro e olhando a seiq transversal para o outrd @til considerar isto
porque esta supécie tem contornos razoavelmentgpticos: neste caso mudar &dia dos dadosao
muda a variago, assim &o existe relacionamento entre osgaetros

Exemplo 4.2. % ~ Uniformga,b), enfo6 = (a,b) comQ = {—0 <a< b < oo}

f(x 0) = (b—a)~! paraa<x<b
7710  caso confrrio

Assim
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L(0) = (b—a)™" paraa<x <bparatodd =1,...,n
10 caso confirio

1(6) = —nlog(b—a) sea<min(xy,...,X,) emaxXxy,...,X,) <b
~ | —»  caso contrio

Para uma amostra simulada cams- 25 e(a= 0b= 1). A Figura 4.2 mostra a log-verossimilhanca
com seus contornos, delineadas dofh =1(0) — j paraj =1,....5.

Distribuicao Uniforme

o
N
N
T
.
N
© o
£ 45 4
X AN
©
S
o
o -
N 7 /
A
Q
P
= s
Q /0/&

I I I I I
8.0 8.5 9.0 9.5 10.0

Minimo

Aqui 6 {é,b} onded’= minx, ..., X, € bmaxx, ...,x,e 0S contornos e&b longe de ser giticos, na
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verdade &o linhas constantes nos valores de b-a. A linha pontilhbdax@é a verossimilhanga em
—infty. Para a reg@io de confianca precisamosda deviance e do vatbr dqui

D(0) =n{log(b—a) —log[maxxy,...,Xs —Min(x,...,%n))]} < c*

Assim a linhab = a+ {maxxy, ...,Xn) —min(xy, ..., X,) }exp{c*/2n} da forma ao lado da red@p, ou
seja, a redio da confianc@ triangular com a melhor estimativa sendo um cantodes&ared valor
dec* nao pode ser obtida porétodo simples para esse exemplo, para resolver precisamostados
similares aos usados payd0, 8) como no Exemplo 3.2 corfi=6.

Exemplo 4.3.
X~T(a,B)
6=(a,p) e Q=(0,0)x(0,)
f(x,0) = %xaleﬁx
onde
Ma)= /Owsalesds e EX)= %
Consegéntemente
L BC! a— X
o) = N{ e}
_ Ba " —B 3 X a—1
(Far) "2
[(8) =nalog(B) —nlogl(a)] — B i\Xi +(a—-1) ilog(xi) 4.2)

Para uma amostra simulada cors 25 ea =5 8 = 4. A Figura 4.3 mostra a log-verossimilhanca

A

e suas curvas ddveis em forma de contorno eif9) =1(8) — j paraj = 1,...,5.

Aqui o valor verdadeiro eatdentro do contorno superior, 0s contornés slipticos com 0s maiores
e menores eixosao alinhados com o eixo dos panetros.
ParaX ~ I'(a, ) temos.
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2 4 6 8 10
a
a 4
EX)=—===
X)=5=35

Para manter constante o valor 8] = a /B ao aumentarmog nés devemos aumentfrigualmente

,assim ibs podemos esperar o relacionamento entre estasptnos , como mostra noajico.

Nota. Se fixarmosa = 5 enfio a abrangencia de valores plausiveis flasg@ substancialmente redu-

zido.

Exemplo 4.4.%; ~ N(a + Bz 02) i.e. um modelo de regrefs com varveis (conhecidas) explanaias

(z1,...,2n), enfl00 = (a,B,0) e Q = (—00,00) x (0,00). Assim

L(6) = .lj{@m;l/zaex"{‘riz“ —a —Ba)z}}
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n

1(6) = i;{—%log(Zn) —log(o) — Tiz(xi —a —BZ)Z}

n

1(6) =~ 5l00(2m) ~nlog(0) ~ 555 (s~ — Ba’ @3

Para uma amostra simulada com n=25s ipara todo i,§a = 10,3 =0,2,0 = 1). A Figura 4.4
mostra os dados .

(@]
© _]
—
@)
(@)
o ©
(@) (@]
< _|
—
o (@]
o (@)
(@)
(@]
N ©)
o o)
O O
o _|
—
(@]

(@]

[ [ [ [ [

5 10 15 20 25

Embora este seja um problema destpaametros ilustra-se a supmit da log-verossimilhanca
separadamente pafa,f),(a,0) nas Figuras 4.4,4.4 e 4.4 respectivamente. Em cada figur&os t
paametros 8o tomados como sendo as verdadeiras valores para o detdorpaametro. Em cada
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grafico a fun@o de log-verossimilhangamostrada em termos de suas curvasidel ndelineadas em

A

1(6)=1(6) — j paraj=1,...,5.

Modelos de Regressao

<
g
™
2 4
o~
@ S
i
pagg
S _|
o
[ [ [ [ [ [ [
7 8 9 10 11 12 13
a

Para(a;jf3) os contornosao elpticos, mas os maiores e menores eixés go paralelos ao eixo dos
patametros, e os verdadeiros valoresaesto espaco contido na segunda curvaidel®\ razo para o
relacionamento entreel € tal que

EX)=a+Bz (=a+p)

Para manter a &dia constant& necesa#io que sea & almentado efb 8 tem que diminuir e
vice-versa.
Para(a,o)e(f,0) as curvas deinel 20 razoavelmenteipticas como menos e mais valores do eixo, e
sao0 paralelos aos pametros.
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Modelos de Regressao

2.0

15

1.0

0.5

Exemplo 4.5.% ~ N(a* + B*(z — z),02), comz= S, z i.e. um modelo de regrefs com a mesma
estrutura do modelo no Exemplo 4.4, mas aqui parametrizado p

Br=Bea’=a+pz

Comb6 = (a*,B*,0) eQ = (—00,0) x (0,).
Aqui a* & o valor esperado para @dia da va@avel,

E(Xz) =a”

0 qual para dados simulados cdfn=i e n=25 forneceE(X13) = a*. Este paiimetro est menos
dependente dB quea, o intercepto. De 4.3 resulta
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Modelos de Regressao

1.6

1.4

1.0

0.8

0.15 0.20 0.25 0.30

n

1(6) = ~3108(210 ~nlog(0) ~ 52 3 i ~a" (2

Sendo que(a*,B*) sao uma simples reperametriZa; de (a,(3). A Figura 4.5 mostra a
log-verossimilhanca baseado nos dados de Exemplo 4.4 soruas de ivel delineadas em

A

1(6) =1(6) — j paraj=1,...,5.

Aqui a log-verossimilhanca muito simples e@b (a, 3) como os contornos® elpticos, mas aqui
0S eix0s maiores e menoregosparalelos: ist@ porque nossa nova parametr@a¢omou 0s eixos na
mesma propogdpo.

Exemplo 4.6. (N1,N2,N3) sdo varaveis aledirias multinomiais(0y, 6,,63) ondef; + 6, + 63 =1, e
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Modelos de Regressao

0.4

0.3

0.2

0.1

I I I I I I I I
11.0 11.5 12.0 12.5 13.0 13.5 14.0 14.5

0< 6 <1para =1,2 3. Isso possue a fuBg massa de probabilidade.

nleznzegr)ﬁ

p(n17n27n3) = 1

ni!nolng!
onden =ng + Ny + na.

MOTIVAC AO: Se um experimento tem 32 pdasis resultados com probablidad®s 6, 65. Em
n dependentes e identicos ensaios se Ni dentr@éirmemo de vezes que ocorre o0 resultaento
(N1, N2,N3) seguem a distribu@p trinomial,(N; + N2 + N3) = N, os valores observaddg, No, Ns.
Note que se existem 2 possibilidades de resultadieatlistribuigoé Binomial.
A verossimilhang#& L(6) = p(N1, N2, N3) assim
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1(8) =log(n!) —log(ny!) —log(ny!) —log(ng!) + n1log(61) + n2l0g(62) + nzlog(1l— 61 — 65).

ComO =(61,60)eQ={(61,6):0<6 <1i=123}.
Para uma amostra simulada com n=2% e- 1/3, 6, = 1/3 a Figura 4.6 mostra a log-verossimilhanca,
e suas curvas dével delineadas co(0) =1(60) — j para j=1,...,5.
Aqui por causa das restiies no espaco par&tnico as curvas delvel 5o parecidos com um &mgulo,
mas proximo do raximo 0s contornos aind@&es razoavelmenteigticos.

1.0

6,

0.4

0.2

0.0
I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Exemplo 4.7.Considere os dados mostrados na Figura 4.7. Aqui os valodssggesentam uma morte
(nj — 1) ou réo (x; = 0) que pode ocorrer depois de um tratamentoZe &ho varaveis explicativas, da
pessoa i . Aqui a vaaivel explandiria pode ser o peso do indiuo. Assim na Figura 4.7 obesrva-se
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gue indiiduos mais pesados tem maior probabilidade de morrer.
Um modelo de regre@s comum &o apropriado aqui porque a \@rel observada certameni&ais egue
o modelo normal. A vaével observad; € uma v.a Bernoulli com probabilidade de 1 sendo p.

1.0

- O O O0OO0O0O0O0O0 ©) O OO o O O

0.8
I

0.6

0.4

0.2

g— 0O000O0O0 o o o o

5 10 15 20 25

~_J1 com probabilidadg;
~ |10 com probabilidade 4 p;

AssimE(X)) =1x p+0x (1—p;) = pi. Consequentemente a té&mtia no valor esperado cor-
responde a ter@hcia na probabilidadgy ndao pode ser uma fuiQ linear, porqué restrita a estar non
intervalo[0, 1]. Uma abordagem apropriaéao uso de uma fuidp de ligado para transformar[0,1] em
(—o0,00). aqui toma-se a furdp de ligago como sendo:
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Iog<1_Lip_> = a+Pz
— " +B'a-2

Usa-se a parametrizag alternativa para mostrar uma apl@aglo Exempl@? assim

__expla’ Bz -2)
" Trexplar B @ -2)

A verossimilhancapara um indduo ser classificade

l 1-1; piseli=1
i(1—p i
P (1—pi) {1—pi sel =1

onde

1 se mortee a i-esima classificap
0 se ai-esima classificagé vida

Consequentemente a verossimilhanca para classificar soddigiduosé
AR 1-1
L) =[]p'(L—p)" "
[P

Assim
1(0) = _i{lilogp+(1—li)log(1—pi)}
>1logp + Yolog(1—pi)

Onde}y ; & a soma dos indiduos que morreram gy € a soma dos indiduos que &0 morreram.
Para uma amostra simulado com 50 e(a* =0, 3* = 0.1). A Figura 4.7 mostra a log-verossimilhanca

A~

e suas curvas dével delineadas co(0) =1(6) — j para j=1,....5.
Aqui o verdadeiro valor eatdentro da curva superior, e as cunas .0 elpticas e praticamente para-

lelas ao eixo.
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

-0.1
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CAPITULO 5

RESULTADOS PARA VEROSSIMILHANGCA
COM MULTIPLOS PARAMETROS

No captulo 4 examina-se a supéie da verossimilhanca para uma variedade de problemiadaV
do cajtulo 2 a defini@o kasica de intervalo de confianca baseado na verossimidl@amgonjunto

{6€Q:D(0) <c'}

Entretanto, aindadao se sabe como escolher os valorexcdeno casod-dimensional; &m disso,
nao se sabe quais caraésticas da amostra influenciam a sujpmef da verossimilhanca, a poa

do estimador de axima verossimilnanca, e a régi de confianca. Enfrentou-se este problema no
Captulo 3 e tem-se um progresso ateavda fung@o de log-verossimilhanca aproximada, usando
resultados para quanaio— o. .Isto corresponde a aproximar a supeef de verossimilhanca por uma
versao d- dimensional da aproximag quadatica usada para verossimilhanca simples. llustra-se iss
para os problemas com dois paretros.

Exemplo 5.1.% ~ N(u,0?), enfio8 = (i, g). Da equago ref()

n

1(6) = —g log(271) — nlogo — 2%2 ¥ (- ng

e da Figura 4.1observa-se que os contorris imzoavelmente elipticos, que corresponde a uma
superfcie sendo aproximada por uma sujed quadatica bidimensional.Assim, considera-se a
aproxima@o da log-verossimilhanca usanderiss de Taylor em torno do estimador déxima
verossimilhanca. Primeiro encontra-se o estimadorakdmma verossimilhanca e as suas derivadas dadas
por:
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17} 12
@'(9) = Fi;(Xi —H)
o0 =5+ 53 3.6 h?

0, A 0, 4
EI(G) Oea—al(e)_o
Consequentemente tem-se que
12 A
52 (x—pH)=0enBop =X

€ parao tem-se

n 12 "2 . 12 5 12
O:—EJFgI: (X —p)°=0enBo0 = ﬁ.: (% —X)
As segundas derivadads

0? n

a2 V=g

0? n 32 5
m'(e):;—gi;(xl—ﬂ)

02 2 2

du—al(e) = —gi;(xi — ),

gue avaliados nos estimadores daimaverossimilhancae

0% . n
0722'(9) = 2
0% A n 3¢ >, n  3nil w2 N 3ng=  2n
32 =g a2 N = m G 2 XN = ~
%2 . 2 0 .
EIT; (6)= —gi;(xi — ),
Assim a aproxima@o em gries de Taylog
18) ~ 1(8)+(u—[)21(8)+(0—8)-1(8)+
- H “du Jdo
a2 L8y 2o 622 18) + (o —6)- 0 1()
o\H—H du?1 2 0 do? H—H oudo
~ |(9)+o+0—2A2(u—A)2 ?(0—6)2+0
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Sendo assim devianceg

gueé a equago de uma elipse com 0s maiores e menores eixos paralelascadosi paametros. Note
que comprimento dos eixos maior e mer@o seterminados pelas segundas derivadas enacetacada
um dos paiimetros. A

Os contornos mostrados p&(é) =1(6) — j sdo equivalentes pafx(6) /2=1,...,5. Do afndice sobre
elipses (veja Sép 6.2), parece que a @z para 0s contornos da log-verossimilhanca serem pasalel
aos eixos paragtricosé que o termo do produto cruzadamesh presente erd(8) o qual deve-se
porque

52

auaal(e)ZO,

a esta propriedade denominaestogonalidadeentre os paametros.
Exemplo 5.2. % ~ N(a + Bz, 02). Da equago ref(), fizandar = 1 tem-se

n

1(8) = —g log(2m1) — % Zl(xi —a—Bz)>

No Captulo 3 explicou-se que suas curvas deeheram €ipticas, mas @o paralelas aos eixos. Aqui
examinaremos como encontrar uma sup&fpara o estimador de arima verossimilhanca atres
da aproximago da fun@o de log-verossimilhanca. Inicialmente obtem-se osnestores de @xima
verossimilhanca e suas derivadas por:

Para obter o ximo precisaremo8 = 6 onde

Aqui tem-se que

B Yit1(X —X)(z -2
Yiti(z—2)?

& =x— Pz

(veja MATH 235). As segundas derivada@ss
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;—;ZI(G) =-n
70)=-57

16) = 1)+ (a—a) Z1(0)+ (BB 1O+
1 ~\2 92 B 1 2 9° 3 A 59 1(6
~ |(é)+o+0—g(a—a)2—%_zl£ﬁ B) le. -B).

Assim a Deviancé
D(6) ~ (e &)+ 3 #(8~f*+23 2(a—a)(5 -

Veja que aqui o produto cruzado da ecimda elipse @0 € zero, esté a ra&o para as curvas déveis
nao serem paralelas aos eixos dosipatros.

Exemplo 5.3. % ~ N(a + B(z —2),02). Como = 1 fixo tem-se

>

|(9)=——|09(2Tf) (X —a* —B*(z—2)%

Segue que

saap @=-3@-2=0

gue explica o porgue que esta reparametéindaz a log-verosimilhnanca serem curvas deis paralelos
aos eixos.

Exemplo 5.4.X; ~ T (a,3). Recordando a expréss 4.2 tem-se
n n
[(60) =nalogB+(a—1) logx —B Y x—nlogl(a).
2P

Aqui
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0 A (a)
—I1(8) =nl logx; —
55 (8)=n ogB+i; 09X —Np oy
e
0 na
—I1(0) = — — :
enfio para encontrar o estimador déxima verossimilhanca precisa-se resolver
J .- J -
%I(G) =0 eﬁl(e) =0.
Aqui
-~ a
B - %7
e G satisfaz
N . r'ea)
nloga —nlogx+  logxi—n———= =0,
2,°9% ")

gue necessite claramente de alguma smuwungrica. As segundas derivadas éredao

9% 4 na
32 . n
daap ¥ B

Note que aqui a derivada mistégpositiva, enquanto que a derivada mista no Exemplo 4.4efpativa,
explicando a diferenca na direcao do gradiente em&elags maiores eixos nos dois exemplos.

5.1 Resultados e Nota@o

Os resultadosa® muito similares aos da Sex2.3, exceto a notag da fun@o escore qué mais
dificil, a fungoU (6) & substitida por um vetotJ(0)

u@) = (Uy(6),...,Uq())"
0 0

_ (d_elue),...,d_%ue))T,
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é o vetor gradiente para a log-verossimilhanga. Tembs termos inform@&plo(6) e lg(0) sao subs-
tituidos pelas matrizes

_j—;lzue) — 58951 (6)
_L|(9)
1(0) — ) 96,00,
O( ) —ﬁl(e)
i (6) - 221(0)
e
E{—ai;fue)} E{—%l(e)}
(6) - E{-3d551(0)}
E{—%l(e)}
E{-i55!(0)} E{—a%}l(e)}

a matriz Hessiana, a esperanca da matriz Hessiana, payavarlmssimilhanca.
Lema4: E{U(0)} =0eVarU(0) =E{lpo(0)} =1g(0).
Prova: Similar ao Lema 1.
Note que a vagincia do veto(Us, ...Uy)" & a matriz com entradas
COV(U]_,U]_) COV(U]_,Ud)
Covy;,Uj)
CovUj,Ui) .

Cov(Ug,Us) CovUg,Uy)

ondecovU;,U;) = Var(U;). Uma propriedade geral dg(é) elg(0) & que elas@ matrizes definidaz
positivas, as quais mensuram a curvatura observadaeda curvatura esperada, émnas respectivas
superfcies de log-verossimilhanca.

Exemplo 5.5. % ~ N(u,0?) enfio8 = (u,0). Aqui

n

n T
u(e) = {;_Zm Kt g 306 —u)z}

lo(6) = ( o 24 )
S~ 1) g6 —H)P -

ento
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Desde que
E(3 (4~} = 3 (E(X)—h) =0
c
(3 (67} = 3 E{(X—1)?) =no
tem-se que

Exemplo 5.6. X ~ ' (a,3). Aqui
n r/ n T
ue) = {nlogBJrZ\Iogxi —n%,% —'lei}

" ! 21 _
o(0) 16(6) - ( n[r (a)/r(a)_n/(g (@)/T(@))?] no%* )

Finalmente, retornando ao caso geral multigpaetrico precisa-se das extéas (2.3) e (2.4) pard9),
ou seja, a expa@e de Taylor multi-paametros. As correspondentes exjisass dadas na S&g 6.1, em
termos de notap de verossimilhancgéaae:
R R A1 R R .
1(8) ~1(0)+(8—-06)TU(8) — 56— 0)"16(6*)(6 — 6) para|6* — 8| < |6 — 6| (5.1)
U() =—-U(8)— (6—8)TIo(6") paral6t —6]<|6—6|, (5.2)

onde (5.2 uma equé&dp vetorial. Da equap (5.1) tem-se que a deviance satisfaz

D(6)

Q
N

10+ ro- e)TU() 2(6-8)T1o(6)(6—6))

Y

enfioD(8) pode ser positiva desde qlg(6) seja uma matriz definida positiva.
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5.2 Principais Resultados

Esta sego foca-se em resultados de teoremas, ndasatraes de demonstraes as quais apenas
seio dadas completamente e como réfieia na Seao 4.2.1.

Teorema 5.1.- Para um problema de estimag regular, no limite com g «, sef € o verdadeiro valor
do pametro, erdo

6 ~ NMg(6,1g(8)1),

ou seja, a distribuigo assinbtica def &€ uma normal multivariada com matriz de \@amcia-covarancia
dada pela inversa da matriz de inforngagesperada.

Corolario. - Qualguer termo assintoticamente equivalente @) pode ser usado no Teorema 4, &mt

6 ~NMy(6,1e(6)7%)
6 ~NMy(6,10(6)7%)
6 ~ NMgy(6,1g(6)1).

Teorema 5.2.- Para um problema regular de estinga, no limite com r— o, sef & o verdadeiro valor
do pal@ametro erdio

5.2.1 Prova do Principais Resultados

Trés resultadosttnicos para vetores aléabs $10 neceswios para as provas dos Teoremas 5.1 e
5.2.
Resultado 1: Para um vetor aleatio d-dimensionaly com matriz de vaéncia-cova@nciaz, e A uma
matrizdxd entio

Var(AY) = ASAT,
eno, por exemplo, s& = X1 enfio
Var(z~ly) =z-i3@EHT
=3713(271) desde qu& ! seja singtrica
=31
Resultado 2: (Teorema Central de Limite Multivariado) Suponha qué& & um vetord-dimensional

com vetor de radiau e matriz de vaéncia-cova@nciaz. SeYi,...,Y,, € uma segéncia i.i.d de valores
aleabrios seguindo a mesma distribaadeY, enfo se
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n
S = Z\Yi (componente soma do primein®
i=

tem-se que
n12[S,— E(S)] = n"Y?[S, — nu] ~ NMg(0,%) comn — oo

Resultado 3:SeY ~ NMgy(0,%) enfloYTZ 1Y ~ x2.
Prova do Teorema 5.1:Usando a expreés (5.2), desde qug — 6 enfilo6" — 6 eU(0) =0, tem-se
que

U(8) ~ (6—6)T15(8).

Usando a aproxima@plg(0) ~ 1o(6) tem-se que

A

(8- 0)~1g(8)"tU(8).

Do Resultado 1 e do Lema 4 tem-se que aaragia do vetor no lado direite Ig(0) e a nédiaé O.
ComoU é a soma de vaaieis aledirias endio o resultado do Teorema Central do Limite Multivariado
(resultado 2). A A

Prova do Teorema 5.2:Usando a expreas (5.1) desde qué — 6 ento 6* — 68 e mboXJ(6) = 0,
tem-se

D(6)~ (6—6)TIg(8)(6—6).

Do Teorema 5.9 — 6 ~ NMgy(0,1g(8) 1), enfio usando o Resultado 3 segue o resultado.

5.3 Discusao dos Principais Resultados

Os Teoremas 5.1 e 5.2 resultam que:

e O estimador de @xima verossimilhancé de 6 & assinbticamente &o-viciado, iste, E(6) — 6.

o Assintoticament¥ (8) — 1g(6) 2, o qual, por uma ve&® multivariada do limite de Cramer-Rao,
€ o melhor podsel.

e SeJ=1g(0)"1, enfioVar(8) = J, sendo que & uma matriz sirétrica e definida positiva, com
elementos; j = Cov(é., éj) enfioJ; ; &€ a varancia ded. Denomina-s&-/? istoé, araiz quadrada

i
doi-ésimo termo da diagonal principal, o desvio-faxde6.

e Geralmente o desvio-pé&ily deB naoe dado por
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_d_aiz

ondelg(8);; € o i©simo elemento da diagonal da matriz de inforamagsperada, ou seja, a raiz
guadrada da matriz de inforntag esperada sof), pressumindo que 0s outros paretros &0
conhecidos. A diferenca entre as duas exfirespara o desvio-pé&ily, dado aqui e no Céplo 3,
aparece vindo da incerteza adicional ér,n/indo das estimativas de todos 0s outros elementos do
vetor 6.

e Ortogonalidade: Quando

62 - - - .
E |:_00'|00']|(9):| - 07 para todoi EJ(I 3& J)

ou

02
00100

1(6) =0, paratodoiej(ij).

é dito que os pametros &o ortogonais . Nestes casos a matriz de infoemagsperada, ou
observadaé uma matriz diagonal e assim o desvio-gadied é dado poflg(8)i,i]~¥2. O bom
da ortogonalidaddé que a falta de conhecimento soByenao inflléncia a prec&o na estimeio
deb.

e Pelos argumentos da Sex1.3, tem-se que o estimador mais saxigle uma regio de confianca
e da forma

{6€Q:D(6) <c'}

para alguns valores @&. Pode-se escolhefr baseado em justificativas asséititas de qu®(6) ~
X3 € uma escolha razoavel pafa= cq, com P{x3 > cq} = a, por exemplo se = 0.05 en&o

dl ca | 1(8)
1| 3.84 | 1.92
2| 5.99 | 3.00
3| 7.813.90
4| 9.49 | 4.75
5| 11.07| 5.53
6| 12.59| 6.25

Estas 80 as redies de confianga de aproximadamente(100a)%. Assim regbes de confianga
foram discutidas no Cdjulo 3, correspondendo as curvas Geehapresentadas nas figuras.

e Regbes de confianca obtidos usando este resul@adas dpses obtidas no inio deste cajpulo.
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5.4 Exemplos

A

Exemplo 5.7. % ~ N(u, 0?). Do Teorema 4 tem-se quﬁe— (f1,6)T & assintoticamente

wn(o(§ 1)

o2

= 0
|E(6)1:< n 2 )

0 %

Disto segue que o erro-patr pargil &€ o/n'/2 e que o desvio-pado parad & o/(2n)Y2. Note que eles

sSa0 0S mesmos para cada um dosapatros separadamente se o outro for considerado conh&sitdo
agrachvel caractéstica de Nio aumentar a incerteza se osgmaetros 8o conhecidos ouaoé devido a
ortogonalidade dos pametros.

Note tami@ém quefl e 6 sdo varaveis rdo-correlacionadas desde que os elementos fora da diagonal
sejam zero, outra vez uma caractéca da ortongalidade.

N

desde que

A

Exemplo 5.8.% ~ I'(a, ). Do Teorema 4 tem-se que= (a,B)" & assintoticamente

A 1
° NM2<9’der< <r’<a>/r<a>>2]>)’

2
det— (g) (al (@) (@) — (F'(a) /T (@) — 1),

| IS

n[™(a)/T(a)

‘ml:‘m,\,la

onde

o determinante di=(0). Dele segue que 0 desvio-pédrdeé é

o 1/2 1
(a[r"<a>/r<a>—<r'<a>/r<a>>2J—) o

e o desvio-pado de[§ e

( BIr"(a)r (o) - ((@) /T (@) )”an/z
[ (a)/T (@) = (F'(a)/T (a))?] - |

note que o desvio-pa@o para cada pametroé diferente quando o outro @anetroé conhecido, ou
seja, sex & conhecido o desvio-pdity de sea



66 5 Resultados Para Verossimilhanca Coraltplos Pametros

(%)1/2‘

Finalmente, note tan@m que a correl@p entred eﬁ € positiva, a quak consistente com as curvas de
nivel da Figura 4.3.
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CAPITULO 6

PARAMETRO DE INTERESSE

No Captulo 2 cosiderou-se uma variedade de exemplos motivaisiodastes exemplos 1.2,1.3 e
1.4 s50 multipaémetros. Por exemplo 1.2 os valores de todos o&npeiros desconhecidos foram de
interesse, no exemplo 1.3 uma féog(0) do padimetro desconhecido foi de interesse, no exemplo 1.4
um componente do vetor paratrico foi o interesse.

No captulo 4 tem muitos exemplos similares ao exemplo 1.2, ndasfara discutidos as veiss parti-
culares dos outros dois exemplos .

Ambos exemplos 1.3 e 1.4@ casos especiais de problemas dampetros de interesse , quadormu-
lados como segue:

Suponha que obseni@ss &0 realizadas de uma vavel aleabria com distribuigo de probabilidade
com paametro desconhecid®. Se somente um pametrog = g(0), chamado de pametro de inte-
resses , edb restante dos pametros 8o denominados de @anetros perfilhados, que podem ser ecrito
comoA = (Aq,...,A4_1), OU Seja, 0 pa&rmetro desconhecidd= (@,A). Nao se obteve real interesse nas
estimativas para ou da precigo destas estimativas entretanto desde gaelesconhecidos, devem-se
levar em consider@gs certas caracteristicas da estiawageA ao estimar a variabilidade de

Exemplo 6.1. ¢ = (i, 0). No primeiro caso

p=p=1-9(~_F)=g(6)

logoA = 0. No segundo caso

p=u= u+0"’_l(1— Po) =9(0),eA =0
Exemplo 6.2.0 = (a, B, ...,B4,0), agora

Q= Bl = g(e) eA = (01327"'7Bd70)'
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6.1 Resultados

Nesta ses® foi examinada duas abordagens para obter um intervalonfi@eca para o pametro
de interesse = g(0), equanto esté um vetor de pa@ametro desconhecidé, no modelo probabilistico.
As duas abordagen&ie exten8es multiparametrica dos metodos baseados nos teoremasphra 2
fungdes de um pa@metrof.

Primeiro considere estimandp = g(6). A partir da esteriges, para o caso multiparametrico, 0s
argumentos de inva@ncia dados na Sag 2.2, segue que o estimadoaximo da verossimilhanga de
peg=(0) .

Agora considere obter a varicia dep. Vindo da extendo multipararétrica do Coldhrio 1 do Teorema

1 tem-se que

RESULTADO 4- ) )
Var(¢) = Var(g(8)) = Og(6) "1e(6) *0g(6)
onde

9 , T
Og(0) = 26, (9),---,0—%9(9)

Onde d=1 temo&lg(6) = g (8) elg(6) 1 & a escalar (matriz 1 x 1), assim
var() = (g (6)]1e(6) ",

Dado o resultado do Teorema 1 e Cara 1. A prova deste resulta&osimilar ao Lema 3.
O que a equdp do Resultado 4 ést daré a curvatura na dir@p <,/g(0) multiplicado por um fator
associado com o tamanho do vetor.

RESULTADO 5- Para um problema de etinfagregular sep = g(6) sdo o verdadeiro valor, e
guandon = c tem-se que

@ ~N(p,09(6)"1e(6) *0g(6))

Vindo do Resultado 5, intervalo de confianga pgrapodem ser construidos, no caso uni-
parangtricos istoé 0 1001 — a)% o intervalo de confianga

(9—Zgs€@), 9+ ZgS€P)),

onde sg @) = [Var(@)]¥2.
Finalmente, para comparar com a abordagem altern@aaseada no seguinte resultado:

RESULTADO 6 -Para um problema de estingagregular, s@ = g(8) sao o valor verdadeiro egb
comn = o tem-se
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D*(¢) = 2[l(¢—Pl(9)] ~ X.

OndePI(¢p) determina a log-verossimilhancga perfilhada avaliadapeén
Pl(e) = maxl(@,A), istoé o maximo no conjunto de valores pdgsis deA sujeito ag sendo fixado

Exemplo 6.3.i.e. X; ~ N(u, ?). Derive a log-verossimilhanca perfilhada pgra
AquiA =0 e@= . Assim

n

I(4,0) =~ Jlog(2m) ~nlogo — -~ > (-

Maximizando isto com respeito@parap fixo obtem-se que o aximo ocorre enﬁcﬁ) guando

|o<l~l,au):0
istoé L
n
O=— itz Y (N~ 1)
GG
enfo
. 1 .
Uu:(ﬁ (Xi—ll)z)l/2
i=
deste modo
D* (1) = ~20100(6/8) 415 3 (% — )2 N2 S (% — [1)?
ez E " (6)2&
enfo

Isto exige muito trabalho ariito, entio geralmente @ se considera exemplos desta forma.
Desenhar ist& muito facil, particularmente s@ &€ um elemento do vetd. EnoPI(¢) & o perfil do
grafico do eixo dep.

Note que o valor raximo dePI(¢) ocorre quandap = ?, assimDY(¢) &€ sempre positiva , e assim
intervalos de confianca de 95%asdados pelo valor de 1.92 dph(¢) vindo do maximo.
Veja figura 8 e 10 onde tem-se egittia do perfil da verossimilhanca
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6.2 Exemplos

Agora ilustra-se a discue teébrica com aplicaies naN(u, 0?) e problemas da Gamrfm, 3)

a?
Exemplo 6.4.i.e. X ~ N(u,0) e temodg(6) 1 = ( 8 C?z )

1. Sep = g(6) = u quandog(6) = (1,0) entoVar(g) = (1,0) ( 0 (92 > ( é ) = %2

. a?
2. Sep=9(0) = g2 quandng(e):(O,Za)enﬁoVar(cp):(O,Za)( 8 0 ) ( 0 ):2%
2n

2

3.Sep=90) = u—+ o¥ (1 - po) quando Og(8) = (1,¢) (1 — po) engo Var(p) =
B o 0\ _ 1 o, B
(1,9)"1(1— po) ( 0 g_f] ) = ( 01— po) ) =2 (2+[p (1 po)]?).

A

Exemplo 6.5.i.e. X; ~ I'(a,3). Nota quevar(p) sep =E(X) = a/p.
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CAPITULO 7

APENDICE

7.1 Tres Testes Estasticos Relacionados a Verossimilhanca

A atribuicdo de hipoteses a segeéiesgncialmente de interesseéteo,
Ho : 6, = 90
Hyq : 6, = 61

Em situa@es paticas estamos mais sujeitos a deparar com casos mais gosjger exemplo um
caso que fregentemente ocorre

Ho: 6, =6y
Hi: 6, # 6

Para este problema de teste, uma &aebtratativag o uso da ré&o de verossimilhanca
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L(6)
Supy6,L(6:Y)
L(6)
SUpcol(6;Y)

L(6o)

~

L(8)

~

Onde assumimos a continuidadeld®) em respeito & para todoy € Y. Observe qua (y) = (6p) é a
verossimilhanga relativa.

Uma transforma@o mordtona do teste esiatico junto com as transformags correspondentes dos
valores ctticos rio mudam a parte do espagco amostral n&amede rejeigo ou de aceitd@p, uma vez
qgue rdo muda o procedimento de teste. Assim, tesistesi equivalent@

W(y) =2InA(y) (7.1)

Queé chamado, com um pequeno abuso da terminologia, de tesagadedie verossimilhanca.
Obviamente a interpretag de valores extremos té(y) se@o invertidos em rel&p aA (y), uma vez
que a transformap é decrescente. Uma vez qB¢0 < A(Y) < 1} = 1 na maioria dos casos, &ot
efetivament&V(y) € (0, ).

Nos agora gostariamos de derivar alguns outros testeiséstat associados a fuiag de verossimilhanca
e aproximadamente relacionados cofy). Fazendo a expaig por rie de Taylor dé, obtemos

W(y) = -21(8) —1(6)

~ _2{(6,0)I'(8) + =(6 — 6)4"(6)}

NI =

Ondef < (8,6) el’(6 = 0). Uma vez quél & um estimador consistente fgsobHo, enfio 6 esh
conduzindo a expa@ag.

W(y) = —n(6—6p)%)U’(60)+Op(1)
— n(6—60)%(6)+0Op(1) (412)
— n(6—6)%(6) +Op(1)

Sei(6) for uma funo contnua, erdoi(6y) = i(8) + Op(1) sobHo.
Entao obtemos a aproximag

W(y) =We(y)+0p(1)
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onde

Que§ chamado de estatica de teste de Wald. De onde obtemosidgb
/(8 — 60) = U (80)/Mi(60) +Op(1)
Que substituindo ertd.12) nos daé outra aproximaigo paralN(y),

W(y) =Wu(y) +0p(1)

onde

A qual chamamos de esistica de teste score.
Agora $10 conhecidos &s fun@es de teste, diferente da outra pelos ter@ptl). Estas funges de
testes quantificavamés aspectos das fubes de log-verossimilhanga como ilustrado na figura 4.2

e W(y) mensura a diferenca no eixo ordenado entre a log-verdhsinga calculada et e eméby.
e e (y) mensura o desvio na abcissaflie 6y, adequadamente normalizados.

e W,(y) mensura a inclingip da log-verossimilhanca ey, novamente adequadamente e normali-
zado.

Assim podemos resumir estegdrtestes da seguinte forma:

Razio de verossimilhanga W(y) = —2{I(6) —1(8)}

d_ 0.)2
Teste de Walds We(y) = %
2
Teste Score> W, (y) = LrJ]((Qeo)>
i(Go
onde

(8)1(6o)(theta—thetay) ~ x3 e U’(6o)l ~1(8)U(6) ~ X3
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110 115 120 125 130 135

105

Figura 7.1: Tés fun@®es de teste conectados pela verossimilhanca.



