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Fundamentos e abordagens

Sumirio

@ Fundamentos e abordagens
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Fundamentos e abordagens

Sistemas de equacdes

o Sistema com duas equacdes:

ﬂ(X17X2)
f2(X17X2) =

@ Solucdo consiste em encontrar X1 e X» que satisfaca o sistema.
o Sistema com n equacdes

Alxt,...,xs) = 0

fo(x1,...,xp) = 0.

o Genericamente, tem-se

f(x) =0.
Sistemas lineares



Fundamentos e abordagens

Sistemas de equacdes lineares

o Cada equacio é linear na incégnita.
@ Solucdo analitica em geral é possivel.
o Exemplo:

7x1 +3x = 45
4x1 +5x = 20.

(7]

Solucdo analitica: x;y =6 e xp = 1.
Resolver no quadro (tedioso!!).
o Trés possiveis casos:

(4]

@ Uma dnica solugdo (sistema nido singular).
Q Infinitas solucdes (sistema singular).
© Nenhuma solugdo (sistema impossivel).
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Fundamentos e abordagens

Sistemas de equacdes lineares

o Representacdo matricial do sistema de equacdes lineares:

|7 3 X |45
o De forma geral, tem-se
Ax =b.
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Fundamentos e abordagens

Operacées com linhas

@ Sem qualquer alteracdo na relacdo linear, é possivel

@ Trocar a posicdo de linhas:

4x1 +5x% = 29
7x1+3x, = 45.

@ Multiplicar qualquer linha por uma constante, aqui 4x; + 5x, por %,
obtendo

5 29

e - == 1
X1+ 4X2 2 (1)
7x1+3x = 4b. (2)
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Operacées com linhas

@ Subtrair um mdltiplo de uma linha de uma outra, aqui 7 x Eq.(1)
menos Eq. (2), obtendo

4 5X 29
1Ty =
35 203
0X1 + (T - 3)X2 = T — 45,
o Fazendo as contas, tem-se
01 -+ 23 23
X1 2 X2 = 2 .
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Fundamentos e abordagens

Solucao de sistemas lineares

o Forma geral de um sistema com n equacdes lineares:

aixy +apxe+...+amxs = b
ax1+anxa+...+amxn = b
aniX1 + amXxe + ...+ amxn, = by

@ Matricialmente, tem-se

a11 4di12 ... din X1 b1
a1 ax» ... an| |x by
an a2 ... am| |Xn b,

o Métodos diretos e métodos iterativos.
Sistemas lineares



Fundamentos e abordagens

Métodos diretos

o O sistema de equacdes é manipulado até se transformar em um sistema
equivalente de facil resolucio.
o Triangular superior:

a;l ar a3 aw| |[x1 b
0 ax a3 au| |x| |b
0 0 a3 axu||x3| |b3
0 0 0 daq4 X4 b4

o Substituicdo regressiva

I Y
_ by b= iapy 1 5 1
Xp = — Xj= , i=n—-1n-2... 1
dnn aji
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Métodos diretos

o Triangular inferior:

aii 0 0 0 X1 b1

a1 ax 0 0] |x| _|b
a31 a2 a3 0| [x3 bs
Ayl a2 43 asa| |Xxa by

@ Substituicdo progressiva
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Fundamentos e abordagens

Métodos diretos

o Diagonal:
all 0 0 0 X1 b1
0 ano 0 0 X2 b2
0 0 das3 0 X3 o b3
0 0 0 das X4 b4

LEG/DEST/UFPR Sistemas lineares 11 / 47



Método de Eliminacdo de Gauss

Sumirio

@ Método de Eliminacio de Gauss
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Método de Eliminacdo de Gauss

Métodos diretos: Eliminacao de Gauss

o Método de eliminacdo de Gauss consiste em manipular o sistema
original usando operacdes de linha até obter um sistema triangular

superior.

al a2 ai3 a4
a1 a2 a3 az
a3y a3 as3 azq
41 a4 a4 44

by a11
by 0
b3 — 0
by 0

aoa| o

% | 2| — |5

agz a§ 4 X3 b§
0 X4 b

Fas

o Usar eliminacao progressiva no novo sistema para obter a soluc3o.

o Resolva o seguinte sistema usando Eliminacdo de Gauss.

LEG/DEST/UFPR

N W

w BN

6 X1
3| [x| =
4 X3

Sistemas lineares

24
23
33



Método de Eliminacdo de Gauss

Métodos diretos: Eliminacao de Gauss

@ Passo 1: Encontrar o pivb e eliminar os elementos abaixo dele usando
operacdes de linha.

[3] 2 6 24 [3] 6 24
2-23 4-22 3-26| [23-224| — |0 -1 7
5733 37_%2 4736 337324 o -3 -—6] |7

3 3 3

w0 N

@ Passo 2: Encontrar o segundo pivd e eliminar os elementos abaixo dele
usando operacoes de linha.

o Passo 3: Substituicdo regressiva.
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Método de Eliminacdo de Gauss

Métodos diretos: Eliminacao de Gauss

o Usando a férmula de substituicdo regressiva temos:

as3 :
o X2 22—234322 3
Q x = (b1 —(ar2x0+a13x3) __ 4.

- an
@ A extensdo do procedimento para um sistema com n equacoes ¢é trivial.

O Transforme o sistema em triangular superior usando operacdes linhas.
@ Resolva o novo sistema usando substituicdo regressiva.

@ Potenciais problemas do método de eliminacdo de Gauss:

@ O elemento pivd é zero.
Q O elemento pivd é pequeno em relacdo aos demais termos.

LEG/DEST/UFPR Sistemas lineares 15 / 47



Método de Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss com pivotacao

@ Considere o sistema

Ox14+2x0 +3xx = 46
4x1 —3xp +2x3 = 16
2x1 4+ 4xp — 3x3 12

o Neste caso o pivo é zero e o procedimento ndo pode comecar.
o Pivotacdo - trocar a ordem das linhas.

©Q Evitar pivos zero.
@ Diminuir o nimero de opera¢des necessarias para triangular o sistema.

dxy, —3x+2x3 = 16
2x1 +4x —3x3 = 12
0X1 + 2X2 + 3X2 = 46
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Método de Eliminacdo de Gauss

Eliminacdo de Gauss com pivotacao

o Se durante o procedimento uma equacdo pivd tiver um elemento nulo e
o sistema tiver solucdo, uma equacdo com um elemento pivo diferente
de zero sempre existira.

o Calculos numéricos s3o menos propensos a erros e apresentam menores
erros de arredondamento se o elemento pivé for grande em valor
absoluto.

o E usual ordenar as linhas para que o maior valor seja o primeiro pivé.
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Método de Eliminacdo de Gauss

Implementacdo: Eliminacao de Gauss sem pivotacao

o Passo 1: Obtendo uma matriz triangular superior.

gauss <- function(A, b) {

}

# Sistema aumentado
Ae <- cbind(A, b)
n_row <- nrow(Ae)
n_col <- ncol(Ae)
# Matriz para receber os resultados
SOL <- matrix(NA, n_row, n_col)
# Pivotagdo
#Ae <- Aelorder(del[,1], decreasing = TRUE),]
SOL[1,] <- Ae[1,]
pivo <- matrix(0, n_col, n_row)
for(j in 1:c(n_row-1)) {
for(i in c(j+1):c(n_row)) {
pivoli,j] <- Aeli,j1/SOL[j,j]
SOL[i,] <- Ae[i,] - pivol[i,jl*SOL[j,]
Ae[i,] <- SOL[i,]
}
}
return(SOL)
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Método de Eliminacdo de Gauss

Implementacdo: Eliminacao de Gauss sem pivotacao

o Passo 2: Substituicdo regressiva.

sub_reg <- function(SOL) {
n_row <- nrow(SOL)
n_col <- ncol(SOL)
A <- SOL[1:n_row,1:n_row]
b <- SOL[,n_col]
n <- length(b)
x <= c(Q)
x[n] <- b[nl/Aln,n]
for(i in (n-1):1) {
x[i] <- (b[i] - sum(A[i,c(i+1):n]l*x[c(i+1):n] ))/A[i,i]
}

return(x)

LEG/DEST/UFPR Sistemas lineares 19 / 47



Método de Eliminacdo de Gauss

Aplicacdo: Eliminacao de Gauss sem pivotacao

@ Resolva o sistema:

N W

A <- matrix(c(8,2,5,2,4,3,6,3,4),3,3)

b <- c(24,23,33)
# Passo 1: Triangularizagdo
S <- gauss(A, Db)

[,3]

2 6| |x1

4 3| |x

3 4 X3
[,4]

3 2.000000e+00 6.000 24.000

S

# [.1] [.2]

# [1,]

# [2,] 0 2.666667e+00 -1.000 7.000
# [3,] 0 -5.551115e-17 -6.125 -6.125

LEG/DEST/UFPR

Sistemas lineares

24
23
33



Método de Eliminacdo de Gauss

Aplicacdo: Eliminacao de Gauss sem pivotacao

# Passo 2: Substituiglo Tegressiva
sol = sub_reg(SOL = S)
sol

#[1]1 431

# Verificando a solugdo

AJ*7s0l

# [,11
# [1,1] 24
# [2,] 23
# [3,] 33
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Método de Eliminagdo de Gauss-Jordan

Sumirio

© Método de Eliminacdo de Gauss-Jordan
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Método de Eliminacdo de Gauss-Jordan

Métodos diretos: Eliminacao de Gauss-Jordan

o O sistema original é manipulado até obter um sistema equivalente na

forma diagonal.

a a2

a1 a2
a1 a3
a1 ax

o Algoritmo Gauss-Jordan

a3
a3
a33
a3

a4
a4
a4
44

X1
X2
X3
X4

co o

ocoro

0 0] [x %
0 0 x| __ b;
1 0 x3| T |b

0 1 X4 b§

O Normalize a equacdo pivd com a divisdo de todos os seus termos pelo

coeficiente pivd.

@ Elimine os elementos fora da diagonal principal em TODAS as demais
equacdes usando operacSs de linha.

@ O método de Gauss-Jordan pode ser combinado com pivotacdo igual
ao método de eliminacdo de Gauss.

LEG/DEST/UFPR
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Decomposi¢cdo LU

Sumirio

Q Decomposicio LU
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Decomposicao LU

Decomposicao LU

o Nos métodos de eliminacdo de Gauss e Gauss-Jordan resolvemos
sistemas do tipo
Ax =b.

@ Sendo dois sistemas

Ax=b;, e Ax=b,.

o Calculos do primeiro ndo ajudam a resolver o segundo.
o IDEAL! - Operacdes realizadas em A fossem dissociadas das operacdes
em b.
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Decomposicao LU

Decomposicao LU

@ Suponha que precisamos resolver varios sistemas do tipo
Ax = b.

para diferentes b’s.
@ Opcio 1 - Calcular a inversa A~1, assim a solucdo

x=A"1b.

o Calculo da inversa é computacionalmente ineficiente.
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Algoritmo: Decomposicao LU

@ Decomponha (fatore) a matriz A em um produto de duas matrizes
A=1LU,

onde L é triangular inferior e U é triangular superior.
o Baseado na decomposicdo o sistema tem a forma:

LUx = b. (3)

o Defina Ux = y.
@ Substituindo acima tem-se

Ly = b. (4)
@ Solucdo é obtida em dois passos

O Resolva Eq.(4) para obter y usando substituicdo progressiva.
Q Resolva Eq.(3) para obter x usando substituicdo regressiva.
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Decomposicao LU

Obtendo as matrizes L e U

o Método de eliminacdo de Gauss e método de Crout.
o Dentro do processo de eliminacdo de Gauss as matrizes L e U sdo
obtidas como um subproduto, i.e.

a1 a2 a3
a1 axn a3
a1 a3 a3
a1 Ay a3

E 1

as| _ |[ma 1
as| T [ma m3
44 mg1 Mg

o Os elementos m/;s sdo os multiplicadores que multiplicam a equacéo

. n J
pivo.

LEG/DEST/UFPR
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Obtendo as matrizes L e U

@ Relembre o exemplo de eliminacdo de Gauss.

3] 2 6 24 B 2 6 24
2-23 4-22 3-26| [23-224| — |0 g -1 7
5753 3722 4756 337324 o -3 6] |7

3

o Neste caso, tem-se

1 32 6
L:% 1 e U= 0% -1
3 147

3~ 1 00 —%
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Decomposicao LU

Decomposicao LU com pivotacao

[~]

O método de eliminacdo de Gauss foi realizado sem pivotacio.
Como discutido a pivotacdo pode ser necessaria.

Quando realizada a pivotacdo as mudancas feitas devem ser
armazenadas, tal que

e o

PA = LU.

(7]

P é uma matriz de permutac3o.
Se as matrizes LU forem usadas para resolver o sistema

(]

Ax = b,

ent3o a ordem das linhas de b deve ser alterada de forma consistente
com a pivotacdo, i.e. Pb.
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Implementacdo: Decomposicao LU

o Podemos facilmente modificar a funcdo gauss() para obter a
decomposicao LU.

my_lu <- function(4) {
n_row <- nrow(A)
n_col <- ncol(A)
# Matriz para receber os resultados
SOL <- matrix(NA, n_row, n_col)
SOL[1,] <- A[1,]
pivo <- matrix(0, n_col, n_row)
for(j in 1:c(n_row-1)) {
for(i in c(j+1):c(n_row)) {
pivoli,j]l <- A[i,j1/S0L[j,]]
SOL[i,] <- A[i,] - pivoli,jl=SOL[j,]
Ali,] <- SOL[i,]
}
}
diag(pivo) <- 1
return(list("L" = pivo, "U" = SOL))
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Aplicacao: Decomposicao LU

o Fazendo a decomposicdo.

LU <- my_lu(A) # Decomposigdo
LU

©%
[

(.11 [,2] [,3]
[1,] 1.0000000 0.000 0
[2,] 0.6666667 1.000 0
[3,] 1.6666667 —0.125 1

$U

[,1] [,21 [,3]
[1,] 3 2.000000e+00 6.000
[2,] 0 2.666667e+00 -1.000
[3,] 0 -5.551115e-17 -6.125

H oH oH HHHE O HH R

5
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Decomposicao LU

Aplicacao: Decomposicao LU

@ Verificando a solucio.

LUSL %*% LUSU # Verificando a solugdo

# [,11 [,21 [,3]
# [1,] 3 2 6
# [2,] 2 4 3
# [3,] 5 3 4



Decomposicao LU

Aplicacao: Decomposicao LU

o Resolvendo o sistema de equacdes.

# Passo 1: Substituicdo progressiva

y = forwardsolve(LU$L, b)

y

# [1] 24.000 7.000 -6.125

# Passo 2: Substituig¢do regressiva
x = backsolve(LU$U, y)

X

#[1]1 431

AYx%x # Verificando a solugdo

# [,1]
#[1,] 24
# [2,] 23
# [3,] 33
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Decomposicao LU

Aplicacao: Decomposicao LU

o Funcdo 1u() do Matrix fornece a decomposicdo LU.

require (Matrix)

# Loading required package: Matrix

LU_M <- 1u(A) # Calcula mas ndo retorna

LU_M <- expand(LU_M) # Captura as matrizes L U e P

# Substituicdo progressiva. NOTE MATRIZ DE PERMUTAGAO
y <- forwardsolve(LU_M$L, LU_M$P7*%b)

x = backsolve(LU_M$U, y) # Substituicdo regressiva

x

#[1]1 431
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Matriz inversa

Sumirio

© Matriz inversa
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Matriz inversa

Obtendo a inversa via decomposicao LU

@ O método LU é especialmente adequado para o calculo da inversa.
o Lembre-se que a inversa de A é tal que

AA~l =1

o O procedimento de célculo da inversa é essencialmente o mesmo da
solucdo de um sistema de equacdes lineares, porém com mais

Incognitas.
a1 ar a3 [xu1 x2 xi3 10 o0
ax a3 [x1 xp» x3| =10 1 0
a3 axx a3z [x31 xp» X33 0 0 1

o Trés sistemas de equacdes diferentes, em cada sistema, uma coluna da
matriz X é a incognita.
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Matriz inversa

Implementacdo: Inversa via decomposicdo LU}

o Funcdo para resolver o sistema usando decomposicdo LU.

solve_lu <- function(LU, b) {
y <- forwardsolve(LU_M$L, LU_M$P’*%b)
x = backsolve(LU_M$U, y)
return(x)

}

o Resolvendo varios sistemas

my_solve <- function(LU, B) {
n_col <- ncol(B)
n_row <- nrow(B)
inv <- matrix(NA, n_col, n_row)
for(i in 1:n_col) {
inv[,i] <- solve_lu(LU, BI[,il])
}

return(inv)
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Matriz inversa

Aplicacdo: Inversa via decomposicdo LU}

o Calcule a inversa de

326
A=|2 4 3

5 3 4

A <- matrix(c(3,2,5,2,4,3,6,3,4),3,3)

I <- Diagonal(3, 1)

# Decomposigado LU

LU <- my_lu(4)

# Obtendo a inversa

inv_A <- my_solve(LU = LU, B = I)

inv_A

# [,1] [,2] [,3]

# [1,] -0.1428571 -0.20408163 0.36734694

# [2,] -0.1428571 0.36734694 -0.06122449

# [3,] 0.2857143 -0.02040816 -0.16326531
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Matriz inversa

Aplicacao: Inversa via decomposicao LU

# Verificando o resultado
AY*%inv_A

# [,1] [,2] [,3]
# [1,] 1 6.938894e-17 0.000000e+00
# [2,] 0 1.000000e+00 -5.551115e-17
# [3,] 0 -2.775558e-17 1.000000e+00
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Calculo da inversa via método de Gauss-Jordan

@ Procedimento Gauss-Jordan:

a1 axn a; 1 0 1 0 0 a5 ay ay
a1 a» axp 0 1 0| —-10 1 O aél 3/22 aéz
0 0 1 0 0 1

! /
a1 a3 as3 d31 93 d33

o Funcdo solve() usa a decomposicdo LU com pivotacio.

@ R basico é construido sobre a biblioteca 1lapack escrita em C.

o Veja documentacao em
http://www.netlib.org/lapack/lug/node38.html.
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Métodos iterativos

o Nos métodos iterativos, as equacdes sdo colocadas em uma forma
explicita onde cada incégnita é escrita em termos das demais, i.e.

ai1xi + apxo + aizxz = by X1 = [bl - (312X2 + 313X3)]/811
ax1 X1 + axxp + axxz = by — xp = [by — (a21x1 + a23x3)]/a2.
asix1 + aspxo + a3x3 = bs x3 = [b3 — (az1x1 + az2x2)]/a33

@ Dado um valor inicial para as incégnitas estas serdo atualizadas até a
convergéncia.
o Atualizacdo: Método de Jacobi

1 —
x;:; b; — Z ajjX; i=1,...,n.
" J=Lij#i
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Método iterativo de Jacobi

o Implementacdo computacional

jacobi <- function(A, b, inicial, max_iter = 10, tol = 1e-04) {
n <- length(b)
x_temp <- matrix(NA, ncol = n, nrow = max_iter)
x_temp[1,] <- inicial
x <- x_temp[1,]
for(j in 2:max_iter) {
for(i in 1:n) {
x_temp[j,i]l <- (b[i] - sum(A[i,1:n][-il*x[-i]1))/A[i,i]
}
x <- x_temp[j,]
if (sum(abs(x_temp[j,] - x_templc(j-1),])) < tol) break
}

return(list("Solucao" = x, "Iteracoes" = x_temp))
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Aplicacdo: Método iterativo de Jacobi

o Cuidado!! convergéncia n3o é garantida !!
A <- matrix(c(9,2,-3,-2,-2,8,2,3,3,-2,11,2,2,3,-4,10) ,4,4)
b <- c(54.5, -14, 12.5, -21)
ss <- jacobi(A = A, b = b, inicial = ¢(0,0,0,0), max_iter = 15)
# Solugdo aproxzimada
ss$Solucao

# [1] 4.999502 -1.999771 2.500056 -1.000174

# Solugdo exata
solve(A, b)

# [1] 5.0 -2.0 2.5 -1.0

o Método de Gauss-Seidel: usa a vers3o mais recente da solucdo para dar
0 préximo passo.
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Matriz inversa

Aplicacao: Método iterativo de Jacobi e Gauss-Seidel

@ Em R o pacote Rlinsolve fornece implementacGes eficientes dos
métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.
o Rlinsolve inclui suporte para matrizes esparsas via Matrix.

A <- matrix(c(9,2,-3,-2,-2,8,2,3,3,-2,11,2,2,3,-4,10) ,4,4)
b <- c(54.5, -14, 12.5, -21)

#Loading extra package

require(Rlinsolve)
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Aplicacao: Método iterativo de Jacobi e Gauss-Seidel

#Jacobi's method
lsolve.jacobi(A, b)$x

[,1]
[1,] 5.000025
[2,] -1.999946
[3,] 2.499986
[4,] -1.000045

H oH OH OHH

# Gauss—-Seidel's method
lsolve.gs(A, b)$x

[,1]
[1,] 5.000019
[2,] -1.999970
[3,]1 2.499992
[4,] -1.000014

H* H H

o Rlinsolve é implementado em C++ usando o pacote Rcpp.
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Matriz inversa

Decomposicao de matrizes

o Uma infinidade de estratégias para decompor uma matriz em outras
mais simples estao disponiveis.
o As decomposicGes mais usadas em estatistica sdo:

@ Decomposicdo em autovalores e autovetores (eigen()).
Q@ Decomposi¢do QR (qr Q).

© Decomposicdo de Cholesky (chol()).

@ Entre outras.
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