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Resumo:
Este texto descreve de forma rapida o processo de estimacao baseado em Verossimilhanca para

um modelo de regressao Poisson. Palavras-chave: Poisson, Verossimilhanca, Perfilhada..

1 Introducao

O ntimero de vezes que um determinado evento ocorre é uma forma comum de dados. Exem-
plos de dados de contagens ou frequéncias sao: nimero de pessoas infectadas por uma doenca,
numero de chamadas telefénicas que chegam a uma central, nimero de assaltos em uma cidade,
entre outros.

A distribuigao de Poisson P(u) é muito usada para modelar dados de contagens. Se Y é o

numero de ocorréncias, sua distribuicao de probabilidade pode ser escrita como
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, y=0,1,2,...
onde p é o nimero médio de ocorréncias. Pode ser mostrado que E(Y) = pe Var(Y) = p.

Considere por exemplo que o numero de defeitos em chapas de aco fabricadas por uma
determinada fabrica segue uma distribuicao de Poisson. Porém, esta fabrica produz chapas
com diferentes tamanhos, por diferentes operadores, em diferentes turnos e maquinas. Estas
caracteristicas podem estar relacionadas ao nimero de defeitos encontrados em uma determinada
chapa de ago. Estas caracteristicas dentro de um modelo de regressao sao denominadas de
varidveis explanatérias, explicativas ou covaridveis. O objetivo do modelo de regressao Poisson
é modelar o relacionamento destas possiveis covaridveis com a média da varidvel resposta.

No modelo de regressao Poisson o efeito das covaridveis X na resposta Y é modelado através
do pardmetro u. A forma mais comum de tal relacionamento é g(u) = Sy + 1 X, também
chamado de preditor linear. O objetivo deste trabalho é estimar os pardmetros envolvidos
em um modelo de regressao Poisson, bem como, ilustrar por um processo de simulagao suas
propriedades assintdticas. Sera feita avaliagao para o vicio, nivel de cobertura dos intervalos de

confianga do tipo Wald e serao obtidos intervalos por perfil de Verossimilhanca.
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2 Regressao Poisson

Seja Y1,...,Y, varidaveis aleatérias independentes com Y; denotando o nimero de eventos
observados em n; expostos. Por exemplo, em uma cidade onde a populacao é de 100, 000 observa-
se 1500 pessoas com certa doenca. O numero esperado para Y; pode ser escrito como E(Y;) =
i = ngi0;.

Outro exemplo, suponha que Y; é o nimero de indenizagoes pagas por uma seguradora para
uma particular marca e modelo de carro. Isto vai depender do ntimero de carros deste tipo que
estao sendo segurados, n;, e outras covariaveis que afetam 6;, tal como, a idade do carro e a
localizacao onde esta sendo usado. O subescrito ¢ é usado para denotar diferentes combinagoes
de marcas, modelos, idade, localizacao e assim por diante.

A dependéncia de 6; nas covaridveis é usualmente modelada por

0; = epr?'B

Por isso, o modelo linear generalizado é

T
E(Y;) = pi = niexp™ %5 Yi ~ P(ug)

A funcao de ligagao natural é a fungao logaritmo
log pi; = logn; + z 3

O termo logn; é chamado de offset, neste trabalho em particular serd assumido que n; = 1
e apenas uma covariavel X; em um modelo com intercepto, por simplicidade. Sendo assim, a

especificacdo do modelo estd completa.

3 Inferéncia baseado na Verossimilhanga - Regressao Poisson

Para ilustrar o modelo em um primeiro momento vamos simular um conjunto de dados

proveniente deste modelo.

x <- seq(1, 10, 1 = 100)
bO = 0.5
b1 = 0.3

lambda <- exp(b0 + bl * x)
set.seed(123)
y <- rpois (100, lambda = lambda)
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Um diagrama de dispersao nos auxilia a entender o modelo.
Como em todos os casos de estimacao por Maxima Verossimilhanca o primeiro passo é

encontrar a funcao de Verossimilhanga. Neste caso, tem-se
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Figura 1: Diagrama de dispersao Resposta Covaridvel.

n Ai \Y.
L(ﬂov BIIY) - H L'Z’L onde )‘Z — exp50+ﬁl$i

i=1 v

Em R pode-se escrever esta funcao

> verossimilhanca <- function(para, y, x) {
+ lambda <- exp(para[1] + para[2] * x)
+ 1 <- prod(dpois(y, lambda = lambda))
+ return (1)
+ }
Uma forma mais conveniente computacionalmente é escrever a log-Verossimilhanca que neste
caso,
> log.verossimilhanca <- function(para, y, x) {
+ lambda = exp(paral[l] + para[2] * x)
+ 11 <- sum(dpois(y, lambda = lambda, log = TRUE))
+ return(11)
+ }

Como temos um modelo com dois parametros podemos construir um grafico com a superficie

de Verossimilhanca, ou em escala de deviance para auxiliar a interpretacao e construcao de

intervalos de confianca.

A maximizacao da funcao de Verossimilhanca ou log-Verossimilhanga pode facilmente ser

feita numericamente.

>

+
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ajuste = optim(c(1, 1), log.verossimilhanca, y = y, x = x, control = list(fnscale
hessian = TRUE)

Intervalos de confianca baseados em argumentos assintéticos sao facilmente obtidos.

Sigma <- solve(-ajuste$hessian)
erro <- sqrt(diag(Sigma))
ic.b0 <- c(ajuste$par[1] - gqnorm(0.975) * erro[1], ajuste$par[1],

_1),



Deviance conjunta

Figura 2: Deviance conjunta com limites de confianca

+ ajuste$par[1] + qnorm(0.975) * erro[1])
> ic.bl <- c(ajuste$par[2] - qnorm(0.975) * erro[2], ajuste$par[2],
+ ajuste$par[2] + qnorm(0.975) * errol[2])

> cbind(ic.b0, ic.bl)

ic.bO ic.bl
[1,] 0.3383526 0.2666177
[2,] 0.5376172 0.2926796
[3,] 0.7368818 0.3187415

Estes intervalos sao obtidos apartir de uma aproximacao quadratica da verossimilhanca,

podemos sobrescrever estas fungoes para ver como € esta aproximacgao.

> dev.approx <- function(theta, theta.est, hessiano) {

+ de.ap <- -t(theta.est - as.numeric(theta)) J}*J, hessiano J*J,
+ (theta.est - as.numeric(theta))

+ return(de.ap)

+ }

> deviance.app <- apply(grid, 1, dev.approx, theta.est = ajuste$par,

+ hessiano = ajuste$hessian)

Neste caso a aproximacao quadratica tem um comportamento muito préximo da fungao
exata. Em situacGes onde isso nao ocorre, podemos usar um intervalo baseado em perfil de
Verossimilhanga. O cédigo abaixo constroe perfil de verossimilhanga/deviance para os dois

parametros do modelo Poisson.

> log.verossimilhanca <- function(b0, bl, y, x) {
+ lambda = exp(b0 + bl * x)



Deviance conjunta

Figura 3: Deviance exata e aproximacao quadratica.

+ 11 <- sum(dpois(y, lambda = lambda, log = TRUE))
+ return(11)

+ }

> perfil.b0 <- function(grid.bO, y, x) {

+ saida <- c()

perf.b0 <- function(bl, b0, y, x) {
log.verossimilhanca(bO = b0, bl = bl, y =y, x = X)
}
for (i in 1:length(grid.b0)) {
saida[i] <- optimize(perf.b0, interval = c(-10, 10),
b0 = grid.b0[i], y = y, x = x, maximum = TRUE)$objective
}
deviance.perfil <- 2 * (max(saida) - saida)
return(deviance.perfil)
}
perfil.bl <- function(grid.bl, y, x) {
saida <- c()
perf.bl <- function(b0, bl, y, x) {
log.verossimilhanca(b0 = b0, bl = bl, y =y, x = x)
}
for (i in 1:length(grid.b1)) {
saida[i] <- optimize(perf.bl, interval = c(-10, 10),
bl = grid.b1[i], y = y, x = x, maximum = TRUE)$objective
}

deviance.perfil <- 2 * (max(saida) - saida)
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return(deviance.perfil)



+ }

Uma vez as fungoes contruidas vamos usa-las
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Figura 4: Perfil de verossimilhanca em escala de deviance [y e 1.

Para obtermos os valores realizados do intervalo de confianca baseados na verossimilhanga/deviance
perfilhada, devemos achar os pontos onde a deviance atinge o valor de uma distribuicao Qui

Quadrado com um grau de liberdade. Isto pode ser feito no R usando a fungao uniroot().
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