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Verossimilhanca e inferéncia

Principais usos em estatistica

o avaliacdo de func¢des de verossimilhanga
e maximizagdo
o avaliacdo para obter posterioris
o avaliacdo em simulacdes

o célculo de esperangas

estimadores expressos como esperangas
predicdo de efeitos

predicdo (temporal/espacial)

predicdo de efeitos aleatdrios
imputagdo

®© 6 6 o o
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Solugdes numéricas

Inferéncia via verossimilhanca

@ Solugdes analiticas

Out, 2009 17



Solugdes numéricas

Inferéncia via verossimilhanca

@ Solugdes analiticas

@ Solugdes numéricas

e convencionais / ’bem comportadas”
e “trabalhosas”
e impossiveis!

Out, 2009 17
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Solu¢des numéricas

Tépicos em algoritmos numéricos

o implementagdes disponiveis
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Solugdes numéricas

Solu¢des numéricas

Tépicos em algoritmos numéricos

o implementagdes disponiveis
@ programacdo (eficiente) da funcdo objetivo (ex.)
o escolha do algoritmo

@ calibragem”do algoritmo
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Solugdes numéricas

Solucdes numéricas (cont.)

Calculos numéricos e derivadas

o diferenciacdo
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Solugdes numéricas

Solucdes numéricas (cont.)

Calculos numéricos e derivadas

o diferenciacdo
o diferenciagdo automatica
o gradientes

@ hessianos
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Integracdo numérica

Abordagens para integracao

Abordagens deterministicas

o Solugdes analiticas
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Integracdo numérica

Abordagens para integracao

Abordagens deterministicas

o Solugdes analiticas

o Equacdes diferenciais

yz/abf(X) dx

¢ solucdo de:
dy _
dx

o Regras de quadratura

b b—a N
/f(x)dm S flat (i~ 03)(b— a)/N)
a i=1

Out, 2009

717



Integracdo numérica

Aproximacao de integrais — quadratura

fla+ (i—0.5)(b —a)/N) + O(h?)

E

b
/a f(x)dx = b;,a

o lei do ponto médio:
aproximacao por fungdo escada

i=1
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Integracdo numérica

Aproximacao de integrais — quadratura

E

/abf(x)dx:b

o lei do ponto médio:
aproximacao por fungdo escada

;,“ fla+ (i —0.5)(b—a)/N) + O(h?)
i=1

o lei de Simpson:
aproximacdo de maior ordem
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Integracdo numérica

Aproximacao de integrais — quadratura

E

b —da
/ f(x) dx = b fla+ (i—0.5)(b —a)/N) + O(h?)

N 4
i=1
o lei do ponto médio:
aproximacao por fungdo escada
o lei de Simpson:
aproximacdo de maior ordem
@ Quadratura Gaussiana:

acurdcia de maior ordem através de escolha criteriosa de pontos
onde avaliar a funcdo

b b
/a £x) dx = / Sla)w(a) = 3 gt

Out, 2009
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Integracdo numérica

Comentarios

@ ganhos expressivos para QG em termos de avaliacio de funcio e
acuricia . ..
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Comentarios
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Integracdo numérica

Comentarios

@ ganhos expressivos para QG em termos de avaliacio de funcio e
acuricia . ..

@ ...mas especialmente e notadamente em fungdes suaves!

@ viavel para 1 ou 2 dimensdes (talvez até +/- 4 em problemas
”bem comportados”)

@ para integrais de alta dimensdo:

e numero de avalia¢des da funcdo pode se tornar proibitivo
e aproximacdo da func¢io por uma funcao integravel
o abordagem estatistica — estimador da integral

o viés e dimensdo
o variancia
e viés vs variancia (ou ou outro!!??)

Out, 2009 917



Integracdo numérica

Quadratura Gaussiana

@ Pesos e pontos : diferentes critérios, tabelas e algoritmos para
atribuicao
o quadraturas definidas no intervalo (-1, 1)

/abg(t)dtzb;a/_llg(a+b+2 x o _/ fx

t=a+ (b—a)(x+1)/2
x=—-142(t—a)/(b—a)
dt = (b—a)/2dx
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Quadratura Gaussiana

@ Pesos e pontos : diferentes critérios, tabelas e algoritmos para
atribuicao
o quadraturas definidas no intervalo (-1, 1)

/abg(t)dtzb;a/_llg(a+b+2 x o _/ fx

t=a+ (b—a)(x+1)/2
x=—-142(t—a)/(b—a)
dt = (b—a)/2dx

o implementacdo em statmod:gauss.quad
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Integracdo numérica

Quadratura Gaussiana

@ Pesos e pontos : diferentes critérios, tabelas e algoritmos para
atribuicao
o quadraturas definidas no intervalo (-1, 1)

/abg(t)dtzb;a/_llg(a+b+2 x o _/ fx

t=a+ (b—a)(x+1)/2
x=—-142(t—a)/(b—a)
dt = (b—a)/2dx

o implementacdo em statmod:gauss.quad
e quadratura com pontos baseados em uma dist. normal:
N

[ 1ot~ > )

i=1

o ¢(x) é a densidade de uma normal (multivariada) padronizada
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Integracdo numérica

Quadratura Gaussiana

@ Pesos e pontos : diferentes critérios, tabelas e algoritmos para
atribuicao
o quadraturas definidas no intervalo (-1, 1)

/abg(t)dtzb;a/_llg(a+b+2 x o _/ fx

t=a+ (b—a)(x+1)/2
x=—-142(t—a)/(b—a)
dt = (b—a)/2dx

o implementacdo em statmod:gauss.quad
e quadratura com pontos baseados em uma dist. normal:
N

[ 1ot~ > )

i=1

@ ¢(x) é a densidade de uma normal (multivariada) padronizada
e implementacdo em statmod:gauss.quad.prob

Out, 2009

1017



Integracdo numérica

Integrais multidimensionais

Integrando f(x, z) em uma regido quadrada

o Uso recursivo de quadratura:
considere mesmos nds e pesos nas duas dimensdes:

[ £ e~ 3 w2

i

e desta forma:

[ [fdete s 3w S w2 = ¥ 3 sz
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Integracdo numérica

Integrais multidimensionais

Integrando f(x, z) em uma regido quadrada

o Uso recursivo de quadratura:
considere mesmos nds e pesos nas duas dimensdes:

[ £ e~ 3 w2

i

e desta forma:
//f(x, dadx =Y wi > wif(5,z) = Y Y f(x,7)
j i i

@ e pode-se considerar o argumento recursivamente para mais
dimensdes.

Out, 2009 1117



Integracdo numérica

Integrais multidimensionais

Integrando f(x, z) em uma regido quadrada

o Uso recursivo de quadratura:
considere mesmos nds e pesos nas duas dimensdes:

/ F0:2) de 3 wif )

e desta forma:
//f(x, dadx =Y wi > wif(5,z) = Y Y f(x,7)
j i i

@ e pode-se considerar o argumento recursivamente para mais
dimensdes.

o Para manter acuricia: N¢ avaliacdes de fungio.
Exs: faca algumas contas!!
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Integracdo numérica

Outra abordagem: Aproximando o integrando

Principio: Aproximar f(x) por uma fung@o tratdvel
(“facilmente”’integravel).

o Diversas abordagens possiveis
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Integracdo numérica

Outra abordagem: Aproximando o integrando

Principio: Aproximar f(x) por uma fung@o tratdvel
(“facilmente”’integravel).
o Diversas abordagens possiveis

o Destaca-se a Aproximagdo de Laplace
Aplicacdo tipica:

o considere f,(y) = [ f(y,b) d(b)

@ argumento baseado em Taylor

~ )d/2
o /) = f(,by) i

Elementos requeridos:

H (hessiano de — log(f) em relacdo a b avaliado em y, By) e I;y
(método de Newton)

Out, 2009 1217



Integraciio de Monte Carlo

Integracdao de Monte Carlo

o Considere integrar f(x) em uma regido R de volume V(R).
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Integraciio de Monte Carlo

Integracdao de Monte Carlo

o Considere integrar f(x) em uma regido R de volume V(R).
@ A integral pode ser escrita como uma esperanca:

I = / £(x) dv = E{f(X)}V(R)
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Integraciio de Monte Carlo

Integracdao de Monte Carlo

o Considere integrar f(x) em uma regido R de volume V(R).
@ A integral pode ser escrita como uma esperanca:

I = / £(x) dv = E{f(X)}V(R)

o X ~ U(R).
o Estimador: gerando-se N vetores aleatérios uniformes x;:

; V(R) <
o= 2 10)

@ Iy é ndo viciado com

V2(R)

Var(Iz) = N Var{f(x)}
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Integraciio de Monte Carlo

Comentarios

@ para d = 4 convergéncia estocastica supera a deterministica de
aproximacao de ponto médio;
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dimensdes maiores;

Out, 2009 1417



Integraciio de Monte Carlo

Comentarios

@ para d = 4 convergéncia estocastica supera a deterministica de
aproximacao de ponto médio;

@ para funcdes suaves QG permanece superior mesmo para
dimensdes maiores;

o porém em QG viés depende de d enquanto que em IMC é
independente de dimensao.
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Integraciio de Monte Carlo

Variacoes

Aprimoramentos (variancia, etc)

o Integracdo de Monte Carlo Estratificada, Quasi-Monte Carlo, ...
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Integraciio de Monte Carlo

Variacoes

Aprimoramentos (variancia, etc)

o Integracdo de Monte Carlo Estratificada, Quasi-Monte Carlo, ...
@ Variante: integrando fatora-se num produto de um termo ¢(x) e
uma f.d.p. g(x)

/¢ ¥) dv = Ep{6(x }~f§j¢><x,
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Integraciio de Monte Carlo

Variagoes
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Integraciio de Monte Carlo

Variagoes

Aprimoramentos (variancia, etc)

o Integracdo de Monte Carlo Estratificada, Quasi-Monte Carlo, ...
@ Variante: integrando fatora-se num produto de um termo ¢(x) e
uma f.d.p. g(x)

/¢ ¥) dv = Ep{6(x }~f§j¢><x,

@ Problemas com a propor¢éo de valores de ¢(x) com nenhuma ou
pouca contribui¢do para integral

o Uma alternativa: amostragem por importancia (importance
sampling)

RS L 8(xi)
[ s e =13 o) £

h(x) tem mesmo suporte que g(x) mas que concentra pontos em
regides relevantes.
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Integraciio de Monte Carlo

Laplace e Amostragem por importancia

e Como escolher A(-) ?

re-expressando em funcdo de z

a2 n
[ otsto ae= CTRES ook atenk-'z) expla2)
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Integraciio de Monte Carlo

Laplace e Amostragem por importancia

e Como escolher A(-) ?
o seguindo Laplace, aproximar por uma NMV

@ aproximacao por NMV com facilidades para simular
x=k+R'z RR=H

o re-expressando em funcdo de z

a2 n
[ ozt ae= OIS aterm ekt el

Detalhes adicionais relevantes na aplicagdo
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Estudos de caso

Exemplo 1

Considere o modelo de regressdo de Poisson com intercepto aleatério

Yl|b ~ POi(,lj,i)
log(ui) = Bo + Bixi + b;
bi ~ N(O, 0'13)

verossimilhanga

aproximacao por métodos de quadratura

(*]

(*]

@ aproximacdo de Laplace

o Integracdao de Monte Carlo
(*]

Amostragem por importancia (Laplace)
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