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RESUMO

O estudo que ¢ apresentado neste trabalho tem como objetivo comparar duas
técnicas estatisticas, uma técnica sendo a de Reconhecimento de Padroes e
Classificacdo e a outra a Regressao Logistica, como sendo a melhor técnica para
verificar os fatores que influenciam na evasdo de alunos do curso de Estatistica.
Neste estudo foram coletadas informagdes de 163 alunos que ingressaram no curso
de Estatistica da Universidade Federal do Parana entre os anos de 1998 e 2000,
sendo que foi tomado como base nota e freqiiéncia nas disciplinas cursadas no 1°
semestre do curso, e varidveis como género, idade, sexo, estado civil entre outras.
Para esta andlise sera utilizada as técnicas de Regressdo Logistica e
Reconhecimento de Padrdes e Classificagdo Como a variavel resposta ¢ dicotomica,
ou seja, apresenta as categorias desisténcia do curso ou a nao desisténcia do curso,

pode-se aplicar estas duas andlises neste estudo.

Palavras-chaves: Regressao Logistica, Reconhecimento de Padroes, Evasao.



1. INTRODUCAO

1.1 O PROBLEMA

No Brasil, evasao escolar entende-se como a interrupcao do ciclo de estudos, o que
¢ uma realidade em todas as IES (Institui¢do de Ensino Superior) do pais. Esse abandono
tras prejuizos tanto para o aluno que ndo terminou o curso € ndo terd em seu curriculo o
titulo de formacdo, quanto para as instituicdes que perdem em prestigio externo ou

internamente e também a sociedade com investimentos mal aproveitados.

Por que um jovem ou uma jovem que, por meio de todos os esforcos possiveis,
conseguiu uma vaga universitaria abandona a escola? A desisténcia na educagao superior,
segundo CASTRO (1994), ¢ relacionada grande diversidade do sistema e a especificidade

de cada institui¢do.

Na busca de respostas para as causas desse fendmeno hé que se analisar o que esta
sendo efetivamente implementado para favorecer as condi¢gdes académicas do aluno e,
conseqiientemente, melhorar o sistema de ensino nacional. Conforme enfatiza a UNESCO
(2004), a evasao ¢ sempre processo individual, se bem que pode constituir-se em fendmeno

coletivo a ser estudado como associado a eficiéncia do sistema.

Pode haver decepg¢des, também, quanto as expectativas levantadas em relagdo a
vida universitaria, a estrutura e metodologia do trabalho académico e ao excesso de aulas
tedricas nos primeiros semestres, quando o aluno, mesmo com o pouco conhecimento

especifico, almeja o exercicio da profissao.

Candidatos a educagao superior, em decorréncia de suas condigdes sociais e
financeiras, desistem desde o inicio, da tentativa de ingressar em um curso mais
concorrido, portanto, de mais dificil acesso, € optam por outro menos procurado, mesmo
com pouco interesse em exercer a profissdo correspondente. Esperam que a opgdo por
areas menos concorridas possibilite o ingresso a um nivel educacional, cujo titulo podera

facilitar a ascensdo social.

Neste aspecto, SCHIEFELBEIN (1974) observa que a universidade construiu em

seu interior um sistema semelhante ao resto do sistema escolar. Algumas carreiras fazem



parte do sonho da maioria dos candidatos, e chegam a selecionar os mais preparados, seja
qual for o critério de selegdo. Com o significativo crescimento da iniciativa privada na
educagdo superior brasileira, fatores economicos ligados ao trabalho e ao estudo podem ser

mais decisivos que a qualidade.

Conforme SGANZERLA (2001), as raizes das diferentes formas de abandono sdo
distintas e as agdes preventivas para tratarem desses comportamentos também devem ser
diferentes. Antes de iniciar programas de manutencdo dos estudantes na universidade, ¢
indispensavel conhecer as formas de evasdao. Nao basta saber quem e quantos abandonam,
mas o porqué da decisdo e avaliar o grau de integracdo universitario, a fim de buscar o

desenvolvimento dos sistemas.

Inumeros estudos, teses de mestrados, doutorado tentam entender os aspectos
comuns entre os estudantes que evadem os cursos superiores, na tentativa de criar uma
ferramenta que possa identificar caracteristicas visando auxiliar a IES a desenvolver

programas que ajudem a reduzir os nimeros da evasao.

Neste estudo vamos analisar diferentes variaveis de alunos matriculados no ano de
1998/1999/2000 no curso de Estatistica da Universidade Federal do Parana, notas ¢
freqiiéncias nas 5 disciplinas do 1° semestre do curso, idade, género, estado civil, escore do
vestibular e outras possiveis. Tentaremos através das informagdes encontrar o perfil dos
estudantes que concluiram ou evadiram o curso, para embasamento de um proximo

trabalho que vise diminuir a evasdo escolar.

1.2 HIPOTESES

* O procedimento estatistico de Reconhecimento de Padrdes e Classificacdo ¢ mais
eficiente do que o de Regressdao Logistica
* As co-variaveis nota e frequencia das disciplinas sdo mais importantes na evasao que

as demais.



2. OBJETIVOS

2.10BJETIVO GERAL

O objetivo geral do trabalho ¢ verificar qual das metodologias estatisticas, neste
caso o reconhecimento de Padrdes e Classificacdo e a Regressdo Logistica t¢ém o melhor
desempenho na verificagdo dos fatores que influenciam na evasdo dos alunos do curso de

Estatistica da UFPR.

2.20BJETIVO ESPECIFICO

Verificar quais sao as co-varidveis significativas na detec¢ao de alunos que ingressam

no curso de Estatistica e que j& cursaram o 1° semestre venham a desistir ou ndo do curso.

3. JUSTIFICATIVA:

O curso de estatistica da UFPR historicamente tem um numero elevado de alunos
que ndo concluem o curso, muitos deles ja desistem logo apds completarem o 1° semestre,
sendo assim este estudo visa tentar detectar as possiveis razdes desta evasdo, € que num
futuro proximo seja possivel trabalhar com os aspectos que mais influenciam na evasao
para que este tipo de situacao ocorra o menor numero de vezes. Como na estatistica temos
varios métodos disponiveis, escolhemos fazer uma comparagdo entre a andlise
multivariada e a regressao logistica para ter um método que nos conduza a uma avaliagdo

mais apurado sobre este assunto.



4. MATERIAL E METODOS

4.1 DADOS COLETADOS

Este estudo foi realizado com 163 alunos que ingressaram no curso ¢ estatistica da
universidade federal do Parana nos anos de 1998, 1999 e 2000, tendo como objetivo
investigar quais as covaridveis apresentam-se significativas para a varidvel resposta:

evasao (54 observagdes) ou nao evasao do curso (109 observagdes).

4.2 METODOLOGIA ESTATISTICA

4.2.1 Regressao Logistica

A escolha da técnica estatistica a ser utilizada segundo GIOLO (2004) deve ser
levada em conta com relagdo a natureza da variavel resposta, neste caso a variavel resposta
¢ dicotdmica, ou seja, apresenta as categorias evasao do curso ou nao evasao do curso, e
ainda do ponto de vista matemadtico, facil de ser usada e de interpretacdo bem simples.
Sendo assim optou-se pela utilizagdo da regressdo logistica, na tentativa de encontrar um

modelo explicativo da variavel resposta em fun¢ao das variaveis explicativas.

A regressao logistica parte da funcdo de distribui¢do logistica que é dada por:

F(x)= 1= e ,parax=-oo,..., +oo
1+ e* 1+ e~ (1)

A funcdo de distribuigdo logistica toma valores entre zero e um, assume valor zero
em uma parte do dominio das varidveis explicativas, um em outra parte do dominio e
cresce suavemente na parte intermediaria possuindo uma particular curva em forma de “S”.

O modelo de regressao logistica € expresso por:

0(x) =P(Y =1|x)= exp {Bo-ikzl[}kxk}

p

k:11+ exp {Po+ 2 Bixc} 2)



Para descrever a variagdo entre os 0(x) =E (Y|x) foi, entdo, foi proposto a utiliza¢ao
do modelo acima citado, onde Y; = 1 significa a presen¢a da resposta, X € o vetor que
representa as covariaveis (fatores de risco), isto €, x = (Xi, Xa,..., Xp). O parametro By € o
intercepto e Px (k=1,..., p) sdo os p parametros da regressdo. Nota-se que este modelo
retornard uma estimativa da probabilidade do individuo ter a resposta dado que o mesmo
possui, ou ndo, determinados fatores de risco. Conseqiientemente,

1-6(x)= 1

1 +exp {Po+ §1Bka} (3)

retornard uma estimativa de probabilidade do individuo nao ter a resposta dado que o
mesmo possui ou ndo determinados fatores de risco.

Observe, ainda, que fazendo-se:

0(x =Bo+>." Br X
LOG | 1-0(x) K

Tem-se um modelo linear para seus parametros, ¢ dependendo da varia¢ao de x,
pode ser continuo e variar de - o0 a + . A estimag¢do dos parametros em regressao logistica
geralmente ¢ feita pelo método da méxima verossimilhanga. Para a aplicacdo, deste método
¢ necessario construir inicialmente a funcdo de verossimilhanga a qual expressa a
probabilidade dos dados observados como uma fun¢iao dos parametros desconhecidos. Os
estimadores de méaxima verossimilhanga dos pardmetros serdo os valores que maximizam

esta funcao.

Para encontrar esses valores no modelo de regressao logistica, considera-se a
variavel resposta Y codificada como O ou 1. Da expressdo (2) pode-se obter a
probabilidade condicional de que Y=1 dado x, Isto ¢, 0(x) = P(Y=1[x) e, que 1 - 6(x)
fornece a probabilidade condicional de que Y=0 dado x. Assim, 6(X) sera a contribuicao
para a fun¢do de verossimilhanca dos pares (Y;, x;) em que Y;=1 e 1 - 6(x;), a contribui¢do

dos pares em que Y;=0.

Assumindo entdo que as observacdes sdo independentes tem-se a seguinte

expressdo:  L(B) = [T (0(x)" (1- O(x;))" 4)



As estimativas de 3 serdo os valores que maximizam a funcdo de verossimilhanga
dada em (4). Algebricamente ¢ mais facil trabalhar com o logaritmo desta fungdo, isto &,

com:

[(B) =log L(B) = +2"yi log (0(x)) + (1 - y) log (1 - B(xy)) )

i=1
Para obter os valores de B que maximizam /() basta diferenciar a respectiva fungao
com respeito a cada parametro f; (f = 0, 1,..., p) obtendo-se, assim, o sistema de p+1
equacoes,

i:IZ"(yi - e(Xl)) =0
~ 2 xi(yi-0x)=0 j=1..p

que, quando igualadas a zero, produzem como solugdo as estimativas de maxima
verossimilhanga de . Os valores ajustados para o modelo de regressdo logistico sdo,

portanto, obtidos substituindo-se as estimativas de § em (2).
4.2.1.1 Estatisticas Qui-quadrado

Nesta estatistica os totais marginais n; € n., sdo fixos e, portanto, sob a hipotese
nula Hy, de ndo existéncia de significancia para o estudo, a distribui¢do de probabilidade

associada ¢ a hipergeométrica. Assim o valor esperado de nij ¢:

E(Nij | Ho) = _(ﬂh)(l’lﬁL: my;
n

e a variancia:
V (Nj | Ho) = (n,) (ny:) (041) (np) = V.
n*(n-1)
Para uma amostra suficientemente grande, #;; tem aproximadamente uma

distribuicdo normal, o que implica que:

— 2
Q=(ny-my)
Vi
tem aproximadamente uma distribuicdo qui-quadrado com um grau de liberdade. Nao
importa como as linhas e colunas sejam arranjadas, Q assumird sempre o mesmo valor,
uma vez que:

| iy - my| = | n- my | = | DN - NNy
n



Uma estatistica relacionada a Q ¢ a estatistica de Pearson dada por:

QP = 22 Zz (nj; - mii)z = n Q

i=1j=1 m; (n-1)

Se as contagens (freqiiéncias) nas caselas forem suficientemente grandes, Qp segue
uma distribuicdo qui-quadrado com um grau de liberdade. Ainda, quando n cresce, Qp € Q

convergem. Uma regra util para determinar o tamanho amostral ade-quado para Q e Qp ¢

que o valor esperado m; seja maior do que 5 para todas as caselas.

4.2.1.2 Sensibilidade e Especificidade

Estas medidas determinam a eficiéncia do modelo selecionado detectar a verdade. A
sensibilidade ¢ definida como a propor¢do de resultados positivos que o estudo apresenta,
quando realizado em sujeitos conhecidos terem a doenca, ou seja, ¢ a propor¢ao de
verdadeiros positivos. A especificidade, por outro lado, ¢ definida como a propor¢ao de
resultados negativos que o estudo apresenta, quando realizado em sujeitos conhecidos
estarem livres da doenga (propor¢do de verdadeiros negativos). O desejado de um exame

(teste) ¢ que ele tenha, simultaneamente, alta sensibilidade e especificidade.

4.2.1.3 Poder Preditivo do Modelo

O poder preditivo do modelo pode também ser obtido com a finalidade de avaliar a
qualidade do modelo ajustado. Para isso, faz-se necessario estabelecer uma probabilidade,
denominada “ponto de corte", a partir da qual se estabeleca que:

- a variavel resposta receba o valor 1, isto e, Y = 1 para probabilidades estimadas pelo
modelo que sejam maiores ou iguais a esse ponto de corte e, ainda, que
- a variavel resposta receba o valor 0, isto e, Y = 0 para probabilidades estimadas pelo

modelo que sejam menores do que esse ponto de corte.

4.2.1.4 Deviance Residual e Residuos de Pearson

As estatisticas Q, e Q., sdo usadas para verificar a qualidade de ajuste do modelo de

regressao logistica, fornecem um Unico numero o qual resume a concordancia entre os



valores observados e os ajustados. PREGIBON (1981) estendeu os métodos de diagndstico
de regressdo linear para a regressdo logistica e argumenta que, como as estatisticas qui-
quadrado de Pearson (Q,) e deviance (Q.) sao duas medidas usadas para verificar a
qualidade do modelo ajustado, faz sentido analisar os componentes individuais dessas
estatisticas, uma vez que estes componentes sao funcdes dos valores observados e preditos
pelo modelo.

Assim, se em uma tabela de contingéncia s x 2, tem-se para cada uma das s linhas
n;; sujeitos dos quais n;; apresentam a resposta de interesse (sucesso) € 0;; denota a
probabilidade predita de sucesso para a i-€sima linha (grupo), define-se o i-ésimo residuo
por:

Ci =. n;- ((ni+) 0i1) i=1;..s.
(01 8, (1-8y)

Esses residuos sdo conhecidos como residuos de Pearson, uma vez que a soma

deles ao quadrado resulta em Qp. O exame dos valores residuais ¢; auxiliam a determinar
quao bem o modelo se ajusta aos grupos individuais.

Freqiientemente, residuos excedendo o valor |2,0| (ou |2,5]) indicam falta de ajuste.

Similarmente, a deviance residual ¢ um componente da estatistica deviance e € expressa
por:
d; = sinal(n; - yu) [ 2 ny log (nu/yin) + 2(u - 1) log (i - ni)/(nis - ya))]'?, em que yi =
(ni+) 0i1. A soma das deviances residuais ao quadrado resulta na estatistica deviance Q.. A
partir do exame dos residuos deviance pode-se observar a presenga de residuos nao usuais
(demasiadamente grandes), bem como a presenca de outliers ou, ainda, padrdes
sistematicos de varia¢do indicando, possivelmente, a escolha de um modelo ndo muito
adequado.

As estatisticas de diagnodstico apresentadas permitem, ao analista, identificar
padrdoes de covaridveis que estdo com um ajuste pobre. Apds estes padrdes serem

identificados, pode-se, entdo, avaliar a importancia que eles tém na analise.

4.2.1.5 Grafico Q-Qplot com Envelope Simulado

No caso em que a variavel resposta ¢ assumida ser normalmente distribuida, ¢
comum que afastamentos sérios da distribuicdo normal sejam verificados por meio do
grafico de probabilidades normal dos residuos. No contexto de modelos lineares

generalizados, em que distribui¢des diferentes da normal sdo também consideradas,



graficos similares com envelopes simulados podem ser também construidos com os
residuos gerados a partir do modelo ajustado. A inclusdo do envelope simulado no Q-Qplot
auxilia a decidir se os pontos diferem significativamente de uma linha reta, (GIOLO, 2006)
apresenta codigos em linguagem Splus, que podem ser utilizados no pacote estatistico R,
para gerar tais graficos em: regressdo gama, logistica, Poisson e binomial negativa, além da
normal. Para que o modelo ajustado seja considerado satisfatorio, faz-se necessario que as

deviances residuais caiam dentro do envelope simulado.

4.2.2 Reconhecimento de Padroes e Classificacao

O reconhecimento de padrdes, segundo SONKA, HLAVAC & BOYLE (1993),
baseia-se na atribuicdo de classes para os pixels através do processo chamado Andlise
Discriminante. De acordo com JOHNSON & WICHERN (1988), analise discriminante sdo
técnicas multivariadas interessadas com a separagdo de uma colecdo de objetos (ou
observagdes) distintos e que alocam novos objetos em grupos previamente definidos. A
andlise discriminante quando empregada como procedimento de classificagdo ndo ¢ uma
técnica exploratoria, uma vez que ela conduz a regras bem distribuidas, as quais podem ser
utilizadas para classificacdo de novos objetos.

As técnicas estatisticas de discriminagdo e classificagdo estdo incorporadas num
contexto mais amplo, que € o do reconhecimento de padrdes. Participa junto com técnicas
de programagdo matematica e redes neurais na formac¢do do conjunto de procedimentos
usados no reconhecimento e classificagdo de objetos e individuos. Algumas mdquinas
inteligentes sdao exemplos do que vem a ser reconhecimento de padrdes, sdo elas:

* missil que escolhe por onde entrar em um abrigo (Guerra do Golfo);
* carro que se desloca sozinho em um campus universitario;
* maquina que classifica tdbuas de madeira pela sua tonalidade de cor;
* ctc.
Estes exemplos refletem o emprego da chamada inteligéncia artificial que consiste,

entre outras, de aplicagcdes de técnicas de reconhecimento de padrdes usando tecnologia
adequada como a camera de televisdo para visdo € um processador eletronico como
cérebro.

Os objetivos imediatos da técnica quando usada para discriminacdo e classifica¢ao
sdo, respectivamente, os seguintes:

1. Descrever algebricamente ou graficamente as caracteristicas diferenciais dos objetos
(observagdes) de varias populagdes conhecidas, no sentido de achar “discriminantes”



cujos valores numéricos sejam tais que as populacdes possam ser separadas tanto
quanto possivel.
2. Grupar os objetos (observagdes) dentro de duas ou mais classes determinadas. Tenta-se

encontrar uma regra que possa ser usada na alocacdo Otima de um novo objeto
(observacao) nas classes consideradas.

Uma funcdo que separa, pode servir como alocadora, e da mesma forma uma regra
alocadora, pode sugerir um procedimento discriminatério. Na pratica, os objetivos 1 e 2,
freqiientemente, sobrepdem-se € a distingdo entre separagdo e alocacao torna-se confusa.

A terminologia de “discriminar” e ‘“classificar” foi introduzida por FISCHER

(1936) no primeiro tratamento moderno dos problemas de separacao.

4.2.2.1 Problema Geral de Classificacao

Em seu livro, JOHNSON & WICHERN (1988) considera dois grupos em uma
cidade, proprietarios de certo equipamento e ndo-proprietarios desse equipamento. Afim de
identificar o melhor tipo de campanha de vendas, o fabricante do equipamento estd
interessado em classificar familias como futuros compradores do equipamento ou ndo, com
base em x;= renda e X, = tamanho do lote de moradia. Amostras aleatorias de n, = 12
proprietario e n, = 12 ndo-proprietarios produziram os dados abaixo.

Tabela 4.1: Amostras de Familias Proprietarias e Nao-Proprietarias com Base na

Renda e Tamanho do Lote de suas Moradias.

I, = Proprietarios M, = Nao-Proprietarios

Xi X2 X1 X2
20.0 9.2 25.0 9.8
28.5 8.4 17.6 104
21.6 10.8 21.6 8.6
20.5 10.4 14.4 10.2
29.0 11.8 28.0 8.8
36.7 9.6 16.4 8.8
36.0 8.8 19.8 8.0
27.6 11.2 22.0 9.2
23.0 10.0 15.8 8.2
31.0 10.4 11.0 9.4
17.0 11.0 17.0 7.0
27.0 10.0 21.0 7.4




Figura 4.1- Representagcdo Grafica da Tabela 4.1 no Espaco Discriminante
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Observa-se na figura 4.1 que:
1) proprietarios tendem a ter maiores rendas e maiores lotes;
2) renda parece discriminar melhor que lote

3) existem mistura entre grupos.

Dado que existe mistura e conseqiientemente classificagdes erradas, a idéia € criar
uma regra (regides R; e R,) que minimize a chance de fazer esta mistura. Um bom
procedimento resultard pouca mistura de elementos grupais. Pode ocorrer que de uma
classe ou populagdo exista maior probabilidade de ocorréncia do que de outra classe. Uma
regra de classificagdo 6tima deve levar em conta as probabilidades de ocorréncia a “priori”.
Outro aspecto da classificagao € o custo. Suponha que classificar um item em N, quando na
verdade ele pertencente a I, represente um erro mais sério do que classificar em M, quando
o item pertencente a ;. Entdo deve-se levar isso em conta.

Seja fi(x) e f3(x) as f.d.p.’s associadas com o vetor aleatério X de dimensao p das

populagdes M, e My, respectivamente. Um objeto, com as medidas %, deve ser reconhecido
como de M, ou de M». Seja Q o espago amostral, isto €, o conjunto de todas as possiveis

observagdes X. Seja R; o conjunto de valores X para os quais nods classificamos o objeto

como M, e R, = Q - R, os remanescentes valores * para os quais nos classificaremos os

objetos como IM,. Os conjuntos R; e R, sdo mutuamente exclusivos.



Para p = 2, podemos ter a figura:

22

Q=R,u R,

=
= —

Figura 4.2: Regides de classificacdo para duas populagdes

A probabilidade condicional, de reconhecer um objeto como de 1, quando na
verdade ele ¢ de M, &: PQ2[D=PXIR, [N )= [ - fi(x)dx
Da mesma forma: P(112)= P(XO R[N ;)= JR] £, (x)dx

P(2|1) representa o volume formado pela f.d.p. fi(X ) na regido R..

Sendo p = 1 (caso univariado) tem-se:

PR)= [ £,0)dx
B
P = [ fi(x)dx

RZ

fi(x)

R; R;

Classificado como T, Classificado como T,

Figura 4.3: Classificagdo das Regides para Duas Populacdes.

Seja pi a probabilidade a “priori” de I, e p, ser a probabilidade a “priori” de M,
onde p; + p. = 1. As probabilidades de reconhecer corretamente ou incorretamente sdo

dados por:



P(rec. correta/te. como M) = P(X [0 M, e ¢ rec. correta/te como M) =
P(rec. incorreta/te como M) = P(X [ M, e € rec. incorreta/te como ;) =

=P(XORy| Ny)P(M;) =P(1]2)p>

P(rec. correta/te como M,) = P(X U M, e € rec. correta/te como MM,) = P(X U R,| M,)P(M>)
P(2[2)p.

P(rec. incorreta/te como IM,) = P(X U M, e ¢é rec. incorreta/te como MM,) = P(X [ R,| M;)P(N
1) =P2[D)p

Regras de reconhecimento sdo freqiientemente avaliados em termos de suas

probabilidades de reconhecimento errado.

Tabela 4.2: Matriz do Custo de Reconhecimento Errado

Reconhecimento como
I, M,
Populagdo M, 0 c(2]1)
verdadeira M, c(1]2) 0

Para qualquer regra, a média, ou o custo esperado de reconhecimento
(classificacdo) errado ¢ dado pela soma dos produtos dos elementos fora da diagonal

principal pelas respectivas probabilidades:

ECM = ¢(2|1)P(2|1)p(1) + c¢(1]2)P(1]2)p(2)
Uma regra razoavel de reconhecimento deve ter ECM muito baixa, tanto quanto
possivel.
As regides R; e R, que minimizam o ECM séo definidas pelos valores de ¥ tal que
valem as desigualdades:
_fi®) | Oed]2)0 Op, O
- Ripperrilt e
f,(x) De2IDQ gplQ

ORazao das [] S ORazao dos] [1 Razao das 0
Edensidades% ) E custos E Hprobabilidades ‘a prioriH

R,




X Oed]2)0 Op, O
- <[ N0
f,(x) De(2[DF Opld
ORazdao das [Raza@o dos[ DD Razao das 0
<
HdensidadesH H custos H Hprobabilidades ‘a prioriH

2

4.2.2.2. Critério TPM

Outro critério, além do ECM, pode ser usado para construir procedimentos 6timos.
Assim, pode-se ignorar o ECM e escolher R, e R, que minimizam a probabilidade total de

erro de classificacao (TPM).

TPM = P(X [, e € classificada errada) + P(* (I, e € classificada errada)

TPM =P1 [ [1()d xt py [ f5(x)d x

Ry R

Matematicamente, isto ¢ equivalente a minimizar ECM quando os custos de

classificagdo errada sdo iguais. Assim, podemos alocar uma nova observagdo X0 para a

populagdo com a maior probabilidade posteriori P(I'lj| x~0 ), onde

P(M1 | ocore e observa - se x,)

PN = -
( 1|XNO) P(observa -se x))

P(observa -se x,[M )P )

- P(observa -se x|l ;)p(N )+ P(observa-se x,|M ,)p( ,)

p1fi( X))
:P1f1(xo)+ Pafa( Xy )

P2f>(xy)
e P(N 2|x~0): 1- PN 1|x~0): plfl(x0)+ p;fz(xo)

e classifica-se *0 em M, quando P(M;|*0 ) > P(M,| *0 )



4.2.2.3. Classificagao com Duas Populagdes Normais Multivariadas

Assume-se que fi(*) e f(¥) sdo densidades normais multivariadas, a primeira com

# 15, e asegunda com H 2 %,, entdo supondo Y = >,, a F.D.L. de Fisher pode ser usada

para classificacdo e corresponde a um caso particular da regra de classificagdo com base

em ECM.

Assim, Seja X = [ X1, Xs, ..., X, ] para populacdes 1, e [ e

1 0 10 0 _.,0 i
fi(f):ﬁexpg‘ EH?NC‘ pil o} IHf‘ ﬂiHE para i=1,2
(2m) 2]y |2 - -

Suponha que os parametros 1, e 1, e ), s@o conhecidos, tem-se as regides de

minimo ECM.

1 01 i
) 1/ n - i'z-l - i
£ (2n)%z%eXpH o (B T g
R]I = =
f2(x) 1 01 1 0
~ o expr (x4 (xm )
e 02- L
— D_lD - D' _ID - D+1D - DV _1D - DD> DC(Iz)EDPZD
=Xl P ML gt I 2 2082 cel21) gllp,
£
R he T

S0 U s s S (Y s RO DD<DC(12)EDp72D
BRI R A Y R A P e

Sejam as populagdes [1, e I, normais multivariadas. A regra de reconhecimento

o o e , X
que minimiza ECM ¢ dada por: reconhecer “9como sendo de [, se



U _ DIZ _l_x —lD - D'Z_ID + D>1 DHC(HQ’)%H&HD
THm Ho] Y L R M nﬁuc(z\l)uuplﬂé

X ;o
e ~ 9 como sendo de I, em caso contrario.

Em situagdes em que yj i=1,2 sdo desconhecidas e Z também, a regra deve ser

modificada. Segundo Anderson (1984) tem-se a seguinte regra do ECM minimo para duas

populagdes normais (regra amostral).

Alocar *o em R se
0 B _lu,_,D,S_ID,+7D>1nuc(1|2)guﬁu
H)il NzH p Y07y ij fo » H)il fo 2 DDC(M) DHH%

X ;.
Alocar 79 em [, em caso contrario.

0
O primeiro termo da regra de classifica¢do e reconhecimento, H)?l - X, H' Sl;l x,éa

funcdo linear obtida por Fisher que maximiza a variabilidade univariada entre as amostras

relativamente a variabilidade dentro das amostras. A expressdao inteira
0 _0.- L e e & 10 _ 0 )
w=0x - 50 s, x- 0w xn ] Sp'Hx1+ %07 0% %l Sp'[ic— JEat x2H] é

conhecida como fungao de classificacdo de Anderson(1984).

Quando Y, # >», tem-se a classificagdo quadratica.

Supondo as matrizes de covaridncia Y, para *M, e Sy para * OMyem 3% 5,,
as regras de reconhecimento de padrdes tornam-se mais complicadas.

Seja entdo * ~ Ny (uj i) i=1,2 com /{} FHae zj Fla A probabilidade total de

reconhecimento errada (TPM) e o custo esperado de reconhecimento errado dependem da

razdo de densidades
f 1 ()f )
f 2 (?f )




ou, equivalentemente, do logaritmo das razdes das densidades

0f1(x)0

07 ~"0- 1.0 0_,.0 0
lan2 (T)H_ ln@fl()f)@ lnﬁfz(?f)@

Sejam as populacdes 1, e [, descritas por densidades normais multivariadas

Ny (#j Z1)eN, (N~2 '22) Entioa regra de reconhecimento que minimiza o ECM ¢ dado

por:R1:‘Zxo(z11'221)?50*@/11211‘112221@)50'1‘.

Substituindo as expressdes das densidades normais multivariadas tem-se:

e G )T e )
h®  en’,)n T2 - M(112)00 p, 00
R, = = > In[ DDiDD
fr(x) 1 0 Alc(211) 00 p, Of

1 0 0
— - 'z -
(271)%‘21‘% ] )l ”Nz)H

Na pratica, a regra de reconhecimento estabelecida ¢ implementadas substituindo-se

0s parametros H j’ll 2,1 1€ Z pelas suas estimativas %’)?}’Sl es; , tal que:
Alocamos *0 em [, se:

1 el o 0, - 0 [el12)00 p, OO
- xSt 85" xgt Hfl'Sﬂ - fcz'SZIon- k2 lnDDC( | )Du—zuu

27 2o R - Alc(21) 00 p, 05

X ;.
Alocamos ~° em [1,, caso contrario.

4.2.2.4 Discriminacao e Classificagdao entre Duas Populacdes - Método de Fischer

Basicamente, o problema consiste em separar duas classes de objetos ou fixar um

novo objeto em uma das duas classes. Deste modo, ¢ interessante alguma exemplificagao.



A tabela I a seguir mostra diversas situagdes onde a andlise discriminante pode ser

empregada. E comum denominar as classes (populacdes) de I, e 1,, e os objetos
separados ou classificados com base nas medidas de p variaveis aleatorias sdo associadas

com vetores do tipo:
X=X X, ., Xl

onde as varidveis X;,1=1, 2, ..., p, sdo as medidas das caracteristicas investigadas nos

objetos.

Os valores observados de {( podem diferir de uma classe para outra, sendo que a

totalidade dos valores da 12 classe é a populagdo dos valores * para I, ¢ aqueles da 2*

X

classe ¢ a populacdo dos valores de para [1,. Assim, estas populagdes podem ser

descritas pelas fung¢des densidade de probabilidade f; (*) e f5 (¥).

Tabela 4.3: Situacdes - Exemplos

Populagdes I, e N, Variaveis medidas (componentes de ¥)

1. Sucesso ou insucesso de estudantes na|-Notas no vestibular, notas no curso,
Universidade. numero de disciplinas no curso.

2. Machos e fémeas adultos. -Altura, peso, perimetro do biceps,
perimetro do torax, perimetro do quadril.

3. Comprador de um novo produto e nao

comprador de um novo produto. -Educagdo, renda, tamanho da familia.

4. Artigos jornalisticos escritos por Paulo |-Freqiiéncia de  diferentes palavras,
Francis e Carlos Castelo Branco. comprimento das sentencas.

5. Pessoa de alto risco no crédito e pessoa [-Renda, idade, numero de cartdes de
de baixo risco. crédito, tamanho da familia.

6. Duas espécies de planta semelhantes. -Comprimento da pétala, profundidade da

fenda da pétala, diametro do pélen.

A 1idéia de Fischer foi transformar as observagdes multivariadas {( ’s nas

observagdes univariadas y’s tal que os y’s das populagdes I, e I, sejam separadas tanto

quanto possivel. Fischer teve a idéia de tomar combinagdes lineares de X para criar oS y’s,

dado que as combinagdes lineares sdo funcgdes de {( e por outro lado sdo de facil calculo



matematico.

X

Seja Wiy a média dos y’s obtidos dos * ’s pertencentes a 1, e Py a média dos y’s obtidos

dos {(’

s pertencentes a [,, entdo Fischer selecionou a combinagdo linear que maximiza a
distancia quadratica entre W,y € [y, relativamente a variabilidade dos y’s. Assim, seja:

li 1= E( {( ['1,) = valor esperado de uma observagao multivariada de IM;.

/i »=E( {( [F1,) = valor esperado de uma observagdo multivariada de ..
e supondo a matriz de covariancia
Z=E(X-H (X -R) i=12

como sendo a mesma para ambas as populagdes, e considerando a C.L.

Y=¢X
1x1 ~ o~
1xp px1
tem-se
Wy =E(Y[M)=E¢° Xny=<EXny=<*, ,
oy = B(Y[M2) =E(¢° XMy = CEX My =¢F, |
(]

V(Y)=02 =V(©X)=ov(HHe=cze
que sdo a mesma para ambas as populacdes. Segundo Fischer, a melhor combinagao linear

¢ a derivada da razdo entre o “quadrado da distidncia entre as médias” e a “variancia de Y.
' ' 2 ' 1
) 2 (- )t S ) e (05)?
U1y = Hay) e T~ ~2 ~1 2 N_(NN)

T Ye  cle

¢ maximizada por ¢ =k 2-1 ‘E =k

- o C'Z c
21 (ﬁi |- ﬁi ») para qualquer k # 0. Escolhendo k = 1 tem-se ¢ =3-1 (li |- liz)e
y=cX = Hyzn X

que € conhecida como funcgdo discriminante linear de Fischer.



A funcao discriminante linear de Fischer transforma as populagdes multivariadas I,
e I, em populacdes univariadas, tais que as médias das populacdes univariadas
correspondentes sejam separadas tanto quanto possivel relativamente a variancia
populacional, considerada comum.

Assim tomando-se
yo=(H - oyz1 %,

como o valor da fungdo discriminante de Fischer para uma nova observagdo %, ¢

considerando o ponto médio entre as médias das duas populagdes univariadas,

1
m= E(IJIy - HZy):

como
m=g€ )
10 P < ., 4
SRR R
10 o 0
AR
tem-se que:
E(Yol)-m=0
E(Yo[M,)-m<0,
ou seja, se {( o pertence a 1, , se espera que Y seja igual ou maior do que o ponto médio.

X

Por outro lado se * ( pertence a I, o valor esperado de Y, serd menor que o ponto médio.

Desta forma a regra de classificagdo ¢ :
e alocar ¥yem M, se yo-m =0
e alocar ¥, em Myseyo-m<0

Geralmente, os parametros '[i B ‘i » € 2 sdo desconhecidos, entdo supondo que se

tenha n; observagdes da v.a. multivariada X, da populagdo 1, e n, observacdes da v.a.

multivariada X, da populacdo I, entdo os resultados amostrais para aquelas quantidades

sao:




}’lz 1

1 i
R JE ST Y (x ~X)(x -%)
~2 Nz nz_ll’:] ~i2 ~2 ~i2 ~2

mas uma vez que se assuma que as populacdes sejam assemelhadas ¢ natural considerar a
variancia como a mesma, dai estima-se a matriz de covariancia comum 2 por:

_ (n, - DS}t (ny - 1)S,

P (n t ny = 2)

que ¢ um estimador ndo-viciado daquele parametro.

conseqiientemente, a funcdo discriminante linear de Fischer amostral ¢ dada por:

!

y=¢ x=(Xx -Xx )'S;,lx

!

a estimativa do ponto médio entre as duas médias amostrais univariadas ¥, = ¢ X e
~ ~1

—_— !

y,=¢ 732 ¢ dada por:

AU B 10— Veleye_= yelz D
- — + - — - + -
M=ot yy) = X - X )8, X A (X 2 X ), X

L1 0
m=—(x-x )8, (x+x
2(N1 Nz) P (Nl Nz)
e finalmente a regra de classificagdo ¢ a seguinte:

= _ = yv¢o-1 A
'aloc:ar’foeml'llseyoz(?f1 {2) S, icoz m

3> - 3 i -1 A
°alocar’f0eml'lzsey0= (?fl sz) Sp )~Co< m

ou melhor se yo-m20 *, é alocado em 1,

Yo-m <0 Xy € alocado em I,

!
D . A= = vl o ~
A combinagdo linear particulary= ¢ x= (¥ - X )'S,” X maximiza a razdo:

- T2
(yl'yz) S B B )

2 !
S A N A A
y cSpc cSpc

@x-¢x) (ad

n _ ny _
Y a =y tY -y’
i=1 i=1

ny - n, -2

ondegz%_%

2 2 _
Sy



4.3 RECURSOS COMPUTACIONAIS

A andlise dos dados serd feita através dos softwares R e Statgraphics Centurion,
sendo que serdo utilizadas: regressdo logistica,estatistica qui-quadrado, deviance residual,
residuos de Pearson, OQ-Oplot com envelope simulado, sensibilidade, especificidade e

poder preditivo do modelo, reconhecimento de padrdes e classificagao.
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