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RESUMO

Este trabalho apresenta um método bastante popular de simulacdo estocastica: o
Método de Monte Carlo. Os computadores de ata velocidade e as linguagens especiais de
programacao tornaram a simulacdo uma poderosa técnica para obter solucdes aproximadas de
muitos problemas complexos, ou analiticamente insollveis. O Método de Monte Carlo é um
mecanismo gue gera dados a partir de um gerador de nimeros aleatorios e das distribuicoes de
freqliéncias de interesse, as quais caracterizam 0s processos estocasticos considerados pelo
modelo de simulagdo utilizado. O Método de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) é
utilizado para simular diversos modelos probabilisticos. Esta simulagdo é um processo que
projeta 0 comportamento de um sistema real e conduz experimentos de amostragem, com o
propodsito de entender o comportamento do sistema ou avaliar vérias estratégias para sua
operacdo. Envolve a geracdo e observacdo da “historia artificial” do sistema e permite tracar
inferéncias a respeito das caracteristicas operacionais do sistema real. Uma aplicacdo do
método é feita para simular custos e beneficios esperados para um grupo de pacientes que

utilizaram prétese na reposicao da bacia.

Palavras-chave: Simulacéo estocastica, Método de Monte Carlo, Cadeias de Markov



CAPITULO 1- INTRODUCAO

1.1. Simulacéo Estocastica

O termo simulacdo refere-se a tratamento de problemas reais através de reproducdes
em ambientes controlados pelo pesquisador. Esses ambientes muitas vezes sdo equipamentos
computacionais, embora possam ser também reproducdes do sistema em estudo em uma
escala menor. Um exemplo é o estudo do movimento de marés em reservatorios de
laboratério. O movimento da &gua é causado por um dispositivo controlado por um motor
elétrico. Nesse caso, esta se estudando um sistema onde todos 0s seus componentes sa0

conhecidos e seu comportamento tem um caréter deterministico.

Em outros sistemas temos alguns ou todos os componentes sujeitos a efeitos
aleatérios, ou sgja, ndo podem ser descritos de forma exata por uma regra matematica, mas
apenas através do uso de estruturas probabilisticas. Esses sistemas aparecem freglientemente
no mundo real e 0 seu processo de simulacdo é estocastico, ou sgja, é baseado em

distribuicdes de probabilidade.

Do ponto de vista formal, esses sistemas podem ser vistos como colecfes de variavels
aleatdrias e, embora a estrutura dessas variavels possa ser bastante complexa dependendo do
problema, o objetivo se resume a reproduzir essas variaveis aleatorias dentro de um ambiente
sob nosso controle. Paraisso, € utilizado tipicamente um computador dotado da capacidade de

reproducdo dessas variaveis.

O ponto de partida para simulaces estocasticas € a construcéo de um gerador de

nimeros aeatérios. Usualmente, esse mecanismo gera nimeros uniformemente em um



intervalo [0,M], para um dado valor M. Podemos também limitar essa geracdo a um numero

no intervalo [0,1] peladiviséo por M.

E importante frisar, entretanto, que todos os métodos atualmente disponiveis sio
baseados em mecanismos deterministicos e iterativos, portanto a nomenclatura mais adequada
€ “pseudo-aleatdrio”, para deixar claro gque esses mecanismos geram numeros com
comportamento similar aos efetivamente aleatérios. O algoritmo em s é completamente
deterministico e seu conhecimento permite predizer com certeza o préximo valor gerado, mas
Se n&o se assume conhecimento do mecanismo e por causa da enorme amplitude do gerador,
pode-se assumir que 0s nimeros gerados possuem as propriedades basicas necessarias a um
nimero realmente aleatério: uniformidade no intervalo unitério e independéncia entre
sequéncias de valores. Uma discussdo mais detal hada sobre 0 assunto pode ser encontrada em

Bustos e Frery (1992), Ripley (1987) e Devroye (1986).

1.2. Método de Monte Carlo

1.2.1 Breveresenha

O Método de Monte Carlo fornece solugdes aproximadas para uma série de problemas
mateméticos executando experimentos de amostragem estatistica em um computador.
Notavelmente, 0 método aplica-se tanto a problemas com contetido ndo probabilistico quanto
agueles com estrutura probabilistica. Apenas isto ndo faz do Méodo de Monte Carlo
vantgjoso sobre outros métodos de aproximagdo, porém, entre todos os métodos numéricos
disponiveis para a avaliacdo de n-pontos no espaco m-dimensional que produzem uma
solucdo aproximada, o Método de Monte Carlo teve erro absoluto de estimac&o da ordem de

n"'?, enquanto que todos os outros tém erros que decrescem, na melhor hipétese & taxa de

-1/m

n~". Esta propriedade da ao Método de Monte Carlo uma consideravel eficiéncia



computacional. Ajustes combinatérios ilustram esta propriedade muito bem. Visto que a
solucdo exata para o problema combinatério com m elementos freqlientemente tem custo
computacional que aumentam exponencial mente ou superexponencialmente com m, o0 Método
de Monte Carlo frequientemente fornece uma solucéo estimada com erro tolerdvel e um custo
que aumenta ndo mais rapido que um polindmio de grau m.

Bastante simples no conceito, o Méodo de Monte Carlo incorpora trés
desenvolvimentos histéricos da ciéncia matemética distintos, mas relacionados. Primeiro, 0s
jogos de chances motivaram os matematicos do século dezessete e dezoito a pensar resultados
de ensaios sucessivos como uma sequiéncia de eventos aleatdrios. Observando que a média de
uma funcdo de varidveis aeatdrias continuas toma a forma de uma integral, estatisticos do
seculo dezenove e vinte reconhecem que, a principio, poder-se-ia extrair nUmeros al eatorios,
transformé-los de acordo com regras prescritas e derivar uma solugdo aproximada para uma
integral, num problema que intrinsecamente ndo tem conteldo probabilistico. No século
dezenove uma segunda linha de pesquisa desenvolvida por Lord Rayleigh (1899) mostrou que
um passeio aeatdrio unidimensional sem barreiras absorventes poderia fornecer uma solucéo
aproximada para uma equacdo diferencial parabdlica. Para demonstrar que em condicdes
apropriadas uma particular equacdo de diferencas finitas poderia produzir uma solucéo
aproximada para o problema de Dirichlet, Courant mostrou que a forma recursiva da solucéo
para 0 passeio aeatdrio bidimensional, em uma area quadriculada dentro de uma regiéo
fechada cujos pontos fronteira fossem estados absorventes, produz exatamente a mesma
equacdo em diferencas. Logo depois, Kolmogorov (1931) mostrou a relagcdo entre processos
estocasticos Markovianos e certas equagdes integro-diferenciais. Petrowski (1933)
generalizou o resultado de Courant mostrando a conexéo assintotica entre o passeio aeatorio

cuja seguéncia de posicbes forma uma cadeia de Markov e a solucdo para uma equacdo



diferencial eliptica parcia. Ele chamou esta formulacdo de “problema de Dirichlet
generalizado”.

A essa altura, ficou evidente a significancia de observar que solucdes para problemas
encontrados em processos estocasticos, freguentemente correspondem a solucdes que
aparecem no estudo de equacOes diferenciais parciais, e que entdo, poderia se empregar o0
método das equacdes em diferenca para fornecer solugdes aproximadas ao problema
estocastico original.

Durante o desenvolvimento da energia atdbmica na era pds Segunda Guerra Mundial,
a terceira linha de pesquisa evoluiu. Cientistas precisavam resolver problemas de difuséo de
néutrons ou transporte através de um meio isotropico. Esses problemas multidimensionais
provaram-se extremamente complexos para 0 método tradicional de equacfes em diferenca.
Dado que ja havia sido estabel ecida a anal ogia entre equactes diferenciais parciais e integrais
com processos estocasticos, John Von Neumann e Stanisaw Ulam sugeriram que
experimentos amostrais usando modelos de passeios aeatérios e executando-0os nos
recentemente desenvolvidos computadores digitais poderiam fornecer aproximacoes
utilizaveis para as solugbes desgjadas. Esta proposta inverte o sentido do raciocinio. Em vez
de usar a incdbmoda equacdo em diferencas para fornecer solucbes a problemas
probabilisticos, usar experimentos amostrais para fornecer solucfes para as equacdes integro-
diferenciais, em que ndo necessariamente temos uma base probabilistica. Além disso, os
computadores fornecem o meio para colocar esta sugestéo em prética. Mais tarde, o conceito
de utilizagdo de experimentos amostrais no computador veio para prevalecer em muitas
disciplinas cientificas, mais notavelmente em quimica, engenharia, pesquisa operacional,
fisica e estatistica. Em pesguisa operacional, a maioria dos modelos de filas simples usa

geracOes aleatérias em computadores para fornecer solucbes aproximadas. Em fisica, o



Método de Monte Carlo veio ser reconhecido como a uma Unica aproximagao eficiente para
fornecer soluges Uteis aos problemas da estrutura e do transporte de néutrons.

Na década de 70, o advento da Teoria da Complexidade Computaciona
proporcionou argumentos mais precisos e persuasivos para utilizagdo do Método de Monte
Carlo. A teoriaidentificou uma classe de problemas para a qual o tempo de célculo da solugdo
exata para 0 problema nesta classe cresce, ao menos, exponencialmente com m. Muitos
problemas comumente encontrados pertencem a esta classe e, se ndo existir uma estrutura
especial que possa conduzir a um agoritmo para calculo exato, aparece um ato custo de
avaliacdo. A existéncia desta classe substancial de problemas deu um novo curso para aidéia
de que o Método de Monte Carlo pode ofertar uma solucdo competitiva. A questéo para
resolver era se 0 Méodo de Monte Carlo poderia estimar a solucdo para problemas nesta
classe, dentro de uma exatidao estatistica especificada, em um tempo limitado superiormente
por um polinémio de grau m. Numerosos exemplos agora sustentam esta questdo. Karp(1985)
mostra esta propriedade para estimar a confiabilidade em uma rede multi-terminal com falhas
aleatdrias. Dyer(1989) estabelece isto para estimar o volume de um corpo convexo num
espaco euclidiano m-dimensional. Broder(1986) e Jerrum e Sinclair(1988) estabelecem a
propriedade para estimar o nimero perfeito de combinacfes em um gréfico bipartido.

A simplicidade do conceito disfarca a sofisticacdo matemética que o Método de
Monte Carlo pode apresentar. Em particular, Von Neumann, Ulam, e outros reconheceram
gue € possivel modificar o Método de Monte Carlo padrdo de modo a produzir uma solugdo
para o problema original com erro especifico consideravelmente menor, em termos de tempo
computacional, do que gerando diretamente o passeio aleatério correspondente ao problema
original. Algumas dessas técnicas de reducéo de variancia ja eram conhecidas dos estatisticos

gue atuavam na area de amostragem, mas outras técnicas devem sua origem ao Método de



Monte Carlo. Coletivamente esses procedimentos vém representar o foco central do Método
de Monte Carlo.

No inicio da era dos computadores, com a relativa lentiddo da primeira geracéo
deles, a aplicacdo de técnicas de reducdo de varidncia foi um ingrediente essencia para
qualquer aplicacdo bem sucedida do Método de Monte Carlo. De qualquer forma, tanto antes
quanto hoje, uma andlise cuidadosa deve ser realizada para determinar a técnica de redugdo de
variancia para cada problema. Independente de tudo existe problemas de tamanho substancial
e, se 0 uso de um microcomputador, estacdo de trabalho ou computador de grande porte ira
possibilitar a obtencdo de solugdes estimadas com alta exatiddo estatistica depende

criticamente de como sera aproveitada ainformag&o disponivel.

1.2.2 A metodologia

Para executar 0 Méodo de Monte Carlo, ha trés passos basicos que devem ser
seguidos. O primeiro passo envolve o estabelecimento das populagdes de interesse. Estas
populacBes devem ter certos parametros (por exemplo, média, desvio padrdo, moda, €tc.) e
podem apresentar varios comportamentos distribucionais (por exemplo, Normal, Exponencial,
Uniforme, etc.).

O segundo passo para executar 0 Método de Monte Carlo € obter amostras a eatorias
dessas populagdes e calcular as estatisticas de interesse. Para obter as amostras € preciso gerar
computacionalmente uma sequéncia de numeros aeatérios utilizando algum gerador
disponivel. Geradores de nimeros aeatdrios produzem comumente uma serie de valores
segundo uma distribuicdo Uniforme no intervalo (0,1), porém, podem-se obter nimeros

aleat6rios em qualquer intervalo (0,K) fazendo uma transformacdo da seguinte forma:



L= Inteirg(R* K)+1]
onde L € um ndmero inteiro variando de 1 até K e R € um nimero gerado no intervalo (0,1).

Como apontado na Se¢cdo 1.1, os nimeros gerados por esta técnica séo pseudo-
aeatérios, porém, eles geralmente sdo suficientes para obter aproximacdes razoaveis de
numeros aleatdrios verdadeiros, e podem ser usados para obter amostras a eatorias de alguma
populacdo de interesse.

S6 a modo de exemplo, o Software R dispde de vérios geradores de numeros
aleatorios, tais como o gerador de Wichmann-Hill, cujo periodo (extensdo sem repeticéo) € da
ordem de 6.9536x 10™ nimeros, o Super-Duper cujo periodo é da ordem de 4.6x10™ e o
Marsaglia-Multicarry, com um amplo periodo de mais de 2%°° e que, aparentemente, tem
passado em todos os testes de aleatoriedade realizados. Existe atualmente geradores de
periodo muito longo, como o Mersenne-Twister, cujo periodo é da ordem de 21°%7~1,

O terceiro passo para executar 0 Método de Monte Carlo € criar a distribuicdo de
freqiiéncia da estatistica de interesse. Esta distribuicdo é chamada de distribuicdo aleatéria
empirica, e pode ser comparada com a distribuicéo aleatéria tedrica da estatistica.

A distribuicdo empirica, as vezes, pode ser comparada com outra distribuicdo
empirica, ou sgja, 0 pesguisador pode executar dois Métodos de Monte Carlo, por exemplo,
um no qual nenhuma das suposicbes foi violada, e outro no qual alguma suposicéo foi
violada. Entdo, podem-se fazer comparacdes entre as duas distribui¢oes al eatérias empiricas.

O foco deste trabalho € apresentar os conceitos iniciais do método, com énfase na
aplicagdo em Cadeias de Markov. O Capitulo 2 é dedicado a ilustrar o método no célculo de
integrais definidas, seguindo de perto o enfoque de Sobol. O Capitulo 3 mostra o0 Método de
Monte Carlo via Cadeias de Markov e suas duas principais ferramentas. o algoritmo de
Metropolis-Hastings e 0 Amostrador de Gibbs. Ja o Capitulo 4 apresenta uma aplicacéo

prética do método na &rea médica.



1.2.3 Outros métodos que utilizam Monte Carlo

Desde sua formulaggdo por Metropolis e Ulam (1949) diversas metodologias foram
criadas utilizando a idéia original do Método de Monte Carlo. Na medida em que recursos
computacionais cada vez mais poderosos foram viaveis, diversas modificacbes ou

sofisticagBes do método apareceram.

Algumas delas séo:

Simulacdo direta de Monte Carlo: modela os fluxos de fluidos usando simulagdo que

representam um grande nimero de moléculas em uma simulagéo probabilistica para resolver a
equacdo de Boltzmann. Atualmente o método tem sido aplicado para a solugdo dos fluxos que
vao desde a estimativa do langcamento espacial, reentrada aerodindmica e modelagem de

mi cro-sistemas el etromecani cos.

Monte Carlo Cinético: Este método calcula simulagdes no intuito de ssmular o tempo de

evolucdo de alguns processos que ocorrem na natureza. Normamente sd0 processos que
ocorrem com uma determinada taxa conhecida. E importante compreender que estas taxas so

entradas para o algoritmo de Monte Carlo Cinético.

Monte Carlo Quéntico: € uma grande classe de algoritmos que simulam sistemas quanticos

com aidéiade resolver o problema de “muitos corpos’. Usa-se 0 método de Monte Carlo para
controlar muitas integrais dimensionais. Monte Carlo Quéantico permite representar
diretamente o efeito de “muitos corpos’ em funcdes de onda, com um custo estatistico que

pode ser reduzido com um tempo maior de simulagéo.



Quase Monte Carlo: Também chamado de seqliéncias de baixa discrepancia sdo usadas como

substituto para distribuicgo uniforme de nimeros aeatérios. O “quase’” modifica o uso para
denotar mais claramente que os valores para uma sequéncia de baixa discrepancia ndo sao
aleatérios nem pseudoaleatdrios, mas sequéncias com alguma propriedade de variaveis
deatérias e em certas aplicagdes o Quase Monte Carlo com baixa discrepancia € uma

importante vantagem.

Monte Carlo com Cadeias de Markov: é uma classe de algoritmos que recolhe amostras de

distribuicbes de probabilidade baseadas em uma cadeia de Markov que possui uma
distribuicéo de equilibrio. O estado da cadeia depois de um grande nimero de iteracles €

entdo usado como uma amostra da distribui¢éo desejada.

Localizacdo por Monte Carlo: Usado em robdtica e sensores, € um método para determinar a

posicdo de um robd dado um mapa do seu ambiente.

Otimizacao estocastica: sdo métodos de otimizacao que incorporam elementos aleatérios, quer

em dados do problema (a funcdo objeto), no proprio algoritmo ou em ambos. O conceito
contrasta com os métodos de otimizacdo deterministica, onde os valores da funcédo objeto séo
assumidos para ser exato, bem como o célculo é totaimente determinado pelos valores

amostrados.
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CAPITULO 2- CALCULO DE INTEGRAISDEFINIDAS

2.1. Descricao do M étodo
Considere aintegral definida
b
| = p(x)dx,

onde g(x) € umafuncdo definida sobre o intervalo a<x<b.
O objetivo € calcular de forma aproximada aintegral acima.
Sga py (X) uma densidade de probabilidade (por enquanto arbitraria) definida em

(ab), isto €, uma funcdo satisfazendo as relacdes:
a) adensidade p(x) € positivaem (a,b), isto &,
(>0, xI (a,b);

b) aintegral de p(x) tomada sobre o intervalo (a, b) éigua aum, quer dizer,

b

OP(x)dx =1.

Se, tendo denotado por X avariavel aleatoria dada peladensidade p, (X) , tomarmos

y=_9()
Px (¥’

entdo, temos:

E(Y) = (‘)%px (x)dx = qE(x)dx=1 .
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Consideremos N variaveis al eat6rias independentes e identicamente distribuidas

Y,,Y,,...,Y, eapliquemos o Teorema central do Limite a sua soma. Nesse caso

<3 V(Y)P»O,997.
N

Logo, se X,, X,,..., X, forem N valores independentes de X, para N suficientemente

18y

fN

=1

grande:

18 9(x)

» I,
N =1 pX(Xj)

sendo que o erro da estimativa gquase certamente néo excedera 3, /VT(Y) :

2.2. A escolha da distribuicdo nareducdo da variancia

Qualquer que sgjaavariavel X dadaem (a, b) setera

2g(x) 0_,

R TR

Todavia, como resulta darelagéo

V(Y) = E(Y?) - [E(Y)]2 = E(Y2)- 12 = o%dx- 12,

a escolha particular de X pode servir a minimizar a variancia V(YY) e smultaneamente, o erro

da estimativa.

A variancia em apreco assume seu minimo quando p, (X) é proporciona a |g(x)| :
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Logo, é razoavel escolher p, (X) de modo que o quociente desta funcdo por |g(x)|

ndo se desvie muito de uma constante e que, a0 mesmo tempo, a simulagdo de X ndo resulte
demasiado laboriosa.

Cabe salientar que, na prética, 0 método de Monte Carlo ndo teria nenhuma vantagem
sobre os tradicionais métodos de quadratura, que fornecem grande exatidao para calcular
integrais unidimensionais, mas no caso de integrais multiplas, o méodo de Monte Carlo
torna-se indiscutivelmente superior, pois as formulas de integracdo ficam extremamente

complexas ou ineficientes, enquanto que o método de Monte Carlo permanece 0 mesmo.

2.3. Simulacéo de variaveis aleatorias continuas

Para aplicacdo do Método de Monte Carlo no célculo de integrais definidas é
necessario ainda compreender como deve ser realizada e simulacdo de variaveis aeatorias
continuas.

Suponhamos que se trate da simulagcdo de uma variavel aeatoria X, distribuida num
intervalo (a,b) com a densidade p(x).

Mostremos que se pode simular X mediante a solucéo da equacéo

X

op(X)dx =g

encontrando a partir de cada valor de ?, o respectivo valor de X.

Neste intuito, examinaremos a funcéo

X
y = QP(x)dx

que, em virtude das propriedades de uma densidade de probabilidade,

P(X)>0;
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b
OP(x)dx =1.
satisfara as condicdes

y(@=0, y(b)=1

Yy (X)=p(x)>0,
significando isto que y(x) € mondtona crescente entre O e 1. Logo, qualquer retadaformay=",
com 0< ?<1, tera um Unico ponto de intersecdo com o grafico dafuncdo y(x). A abscissa deste
ponto, que sera a Unica solucéo da equacdo
X
op(x)dx=g,
toma-se como sendo o valor de X.
Mostremos agora que estes valores simulam de fato a varidvel de densidade p(x). Aos
pontos X,
a'<x<b',
de qualquer intervalo (a’,b’) compreendido em (a,b) correspondem os pontos y=y(x)
satisfazendo as desigualdades
y@)<y<y(b).
Assim, X assumirdum valor no intervalo a'< x<b' se, e somente se, ? tiver assumido
um valor em y(a') < y<y(b'). Logo,
P{a'< X <b}=P{y(a)<g<y)}.
A varidve ? estando uniformemente distribuidaem (0,1), vale

b

Ply(@) <g<y(0)}=y(®)- y@)=p(x)dx,

assim



P{a'< X <Db'} = bc“)p(x)dx.

A Ultima relacdo significa que a densidade da varidvel aeatéria X, ssmulada por meio da

X
equacdo Op(X)dx=g , tem densidade de probabilidade p(x).

Exemplo: Sabe-se que variavel aeatdriaY se distribui uniformemente num intervalo (a,b), se

a sua densidade de probabilidade permanecer constante neste intervalo. Neste caso,

p(x):i para a<x<b.
b-a

X

A smulaggo de Y se efetua, de acordo com (yp(X)dx =g, apartir de

acha-se a expressao explicita
Y=a+g(b- a),

que € uma transformacao linear de ?.

2.4. Um exemplo numérico

Trata-se do calculo aproximado daintegral
pl/2
| = cpen(x)dx
0
cujo valor exato é

p/2

dpen(x)dx =[- cos(x)]5'? =1
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Empregaremos sucessivamente, a titulo de ilustracdo, duas varidveis adeatdrias X

distintas, a saber, a variavel uniformemente distribuida em (0,p/2), isto €, dada pela densidade

Py (X) = E, eavariavel X dada pela densidade p, (X) :8—)2( _
P p

Figural: A funcdo y=sen x e duas densidades.

Dafigura 1, segue que a segunda densidade (igua a 8x/ p %) é quem melhor obedece
ao critério dado na Segdo 2.2 acerca da proporcionalidade entre p, (X) e sen x. Isto permite

conjeturar que € mais conveniente basear-se na segunda densidade.

(a8 O caso da variavel X dada por p, (X) -2 em (0, p/2). Esta varidavel se simulara
pelaformulaY =a+g(b- a), coma=0 eb=p/2, isto &, seterd

x =P
2

ié“ 9(x;)
N i=1 Px (X )

i

A relacéo » | serédada por

|5 P 4
—a sen(x.).

j=1
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Se, com n=10, a titulo de valores de ? tomarmos nimeros com trés casas decimais
obtidos agrupando trés a trés os algarismos gerados aleatoriamente, chegaremos, apds duas

etapas de cllculo a Tabela 1.

Tabela 1: Vaores obtidos para a densidade U(0 , p/2).

J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

g, 0,865 0,159 0566 0,079 0,155 0,664 0,345 0,655 0,812 0,332
X, 1,359 0,250 0,124 0,889 0,243 1,043 0,542 1,029 1,275 0,521

sen(x;) 0978 0247 0124 0,776 0241 0864 0516 0857 0957 0,498

o resultado final sera

N
B Zp—Na sen(x,) = 0,952.

=1

8x

(b) Se X se der pela densidade p, (X) =—,, a simulagdo procedera pela formula
Y

op(x)dx=g,

X
\

X
Qp—zdx:g,
0

donde

Ja.

X
I
N[O

yog(x,
A relacio ia 9,

i= Px (X

» | chegaraaser
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2

y sen(x;)
N Jazl X. .

J

I»p
8

A partir dos resultados intermediarios obtidos pelos valores de ? empregados no caso

(2) e mostrados na Tabela 2,

Tabela 2: Vaores obtidos para a densidade 8x/ pZ.

J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

of 0,865 0,159 0566 0,079 0,155 0,664 0,345 0,655 0,812 0,332

X 1461 0,626 0442 1,182 0618 1,280 0923 1,271 1,415 0,905

sen(x; )

0,680 0936 0968 0,783 0,937 0,748 0,863 0,751 0,698 0,868

j

encontra-se que

2

g sen(x;)
Nij= X

J

p _
| =1016.
» 3 1

Como se tinha previsto, a aplicacé@o da segunda densidade conduz a um resultado mais

preciso.

2.5. Acercadaestimativa do erro absoluto

De acordo com que se observou na Secdo 2.1, 0 erro absoluto da estimativa

praticamente ndo pode exceder 3 VT(Y) Porém, o erro serd quase sempre sensivelmente

inferior a este nUmero, sendo razoavel 0 emprego, atitulo de sua estimativa, do chamado erro

provavel d .,
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")
N

Com relacdo ao conceito de erro provavel podes-se mostrar que, para uma variavel

aleatoria norma ? individualizada pelos parametros a e s, vae @p, (x)dx=0,5, onde

r=0,675s .

O erro real dependera da amostra de nimeros al eatdrios empregada e podera ser vérias
vezes superior ou inferior ao erro provavel. Assim, este Ultimo fornece apenas a ordem do
erro possivel.

A Tabela 3ilustra o resultado do calculo da variancia V(Y) corresponde a cada um dos
procedimentos de solucdo do exemplo numérico. Como era de se esperar, a ordem do erro

observado e ado erro provavel € amesma.

Tabela 3: Célculo da variancia para ambas as densidades do exemplo.

Procedimento V(Y) d,. Erro observado
(@ 0,256 0,103 0,048
(b) 0,016 0,027 0,016
" LB )2 0= -
a) V(Y)»—@& X)) - —&a sen(x, u— 4,604 - 3,670)=0,256
(@) ()> g4 8 (sen( )’ 10a ( ) %6

4

=P_(6875- 6,777)=0,016

p4emasen(x)o 1 g sen(x) oY
H 576

(b) V(Y) »

0
g X B 10§i=1 X, gl
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CAPITULO 3- MONTE CARLO COM CADEIA DE MARKOV

3.1. Introducéo

No método simples de Monte Carlo se obtém uma amostra da distribuicdo de
importancia em um Unico passo. Os valores sdo0 gerados de forma independente e ndo ha
preocupacdo com a convergéncia do algoritmo, bastando que o tamanho da amostra segja
suficientemente grande. Por isso estes métodos sdo chamados nédo iterativos. No entanto, em
muitos problemas pode ser bastante dificil, ou mesmo impossivel, encontrar uma densidade
de importancia que sgja simultaneamente uma boa aproximagdo da densidade verdadeira e
que sgja facil de ser amostrada. Os métodos de Monte Carlo com cadeias de Markov
(MCMC) sdo uma aternativa aos métodos ndo iterativos em problemas complexos. A idéia
ainda é obter uma amostra da distribuicdo a posteriori e calcular estimativas amostrais de
caracteristicas desta distribuicdo. A diferenca € que aqui usaremos técnicas de simulacéo
iterativa, baseadas em cadeias de Markov, e assm os valores gerados ndo serdo mais
independentes. Nesta secdo serdo apresentados os métodos MCMC mais utilizados, o
amostrador de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings. A idéia basica é simular um
passeio aleatdrio no espaco de ? que converge para uma distribuicdo estacionéria, que é a
distribuicdo de interesse no problema. Uma discussdo mais geral sobre o tema pode ser

encontrada, por exemplo, em Gamerman (1997) e Gamerman e L opes (2006).

3.2. Método
Em geral, amostrar X, independentemente da distribuicdo p (°) néo é factivel, visto
que p (*) pode ser muito diferente das distribuicdes padrdes, tais como: Normal, Beta, Gama,

etc.
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Entretanto {X,} n&o precisa ser necessariamente independente. As {X,} podem ser

geradas por qualquer processo que gera amostras através do suporte de p (¥) huma proporcao
correta. Uma forma para construir essa amostra € através de uma cadeia de Markov que
possua p () como distribuicdo estacionaria (invariante), ou sgja, que possua p(®) como
distribuicdo de equilibrio. Nem sempre tal distribuicdo existe.

Dependéncia de Markov € um conceito atribuido a0 matemético russo Andrei
Andreivich Markov, quem no inicio do século 20 pesquisou a aternancia de vogais e
consoantes no poema “Onegim” de Poeshkin. Ele desenvolveu um modelo probabilistico no
qual resultados sucessivos dependiam dos resultados de seus predecessores somente através
do predecessor imediato.

KO} Dy (@ 3 (1-2) 3 (02 3 ()

Esse modelo permitiu, a ele, obter boas estimativas da freqliéncia de vogais no poema.
Quase simultaneamente, 0 matematico francés Henri Poincaré estudou sequUéncias de
variavels aleatorias que eram de fato cadeias de Markov.

Uma cadeia de Markov € um tipo especial de processo estocastico que cuida da
caracterizacdo de sequéncia de variaveis aeatorias que apresentam a dependéncia de Markov.
De especia interesse é a dindmica e o comportamento limite da sequéncia.

Um processo estocastico pode ser definido como uma colecdo de variaveis aleatérias
{X“)T S|tl T} para algum T. O conjunto {X“)T S|tl T} é definido como um processo
estocastico com espaco de estados S e conjunto de indices T. Simplificando, uma cadeia de
Markov é um processo estocastico, em que, dado o estado presente, passado e futuro sdo

independentes. Essa propriedade pode ser formalizada através de:
P X ™07 A|X©® =3, XOOT A L, XOT A]=PX™T A|X® =¥,

para quaisquer conjuntos A,,..., A ,Al S e xl S (Gamerman, 1997).
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Suponha a seqiiéncia de variaveis aeatérias {X,, X, X,,..} ta que em cada tempo
t3 0 o proximo estado X,, é amostrado da distribuicio P(X,.,|X,), a qual depende
somente do estado atual da cadeia X,, isto é dado X,, o proximo estado X,,, ndo depende
mais da histéria da cadeia { X, X;, X,..., X,_,} . Esta cadeia é chamada de cadeia de Markov e

P(>|>), € chamado de “kernel” (ou nucleo) de transicdo da cadeia e ndo depende de t se a
cadeia for homogénea no tempo.
Os métodos Monte Carlo com Cadeias de Markov requerem ainda que a cadeia sgja:
Homogénea, i.e. as probabilidades de transi¢cdo de um estado para outro ndo dependem
do tempo (invariantes);
Irredutivel, i.e. cada estado pode ser atingido a partir de qualquer outro estado em um
nimero finito de iteracoes,

Aperiddica, i.e. ndo haja estados absorventes.

Sujeito a condicdo de regularidade a cadeia ira gradualmente esquecendo seu estado
inicial P (4 X,), sendo que P (X, | X,) éadistribuicdo de X, dado X,, e convergira para
uma unica distribuicdo estaciondria ou invariante, que ndo depende de t ou X,. Esta
distribuicdo estacionaria sera denotada por f (>) Com o crescimento de t 0s pontos amostrados
{Xt} Se parecerdo mais e mais com amostras dependentes de f () Assim, depois de se
desprezarem m iteragbes (“burn-in”), 0s pontos {Xt, t= m+1,...,n} seréo
aproximadamente amostras dependentes de f () Pode-se agora utilizar esta amostra para
estimar a esperanca E[g(X)] em que X tem distribuicdo f (>) Descartando o “burn-in” para

os célculos de estimador tem-se:

a 9(X,), (3.1)
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que é a chamada de média ergddica.

A equagdo (3.1) mostra como uma cadeia de Markov pode ser utilizada para estimar
E[g(X)], em que a esperanca € tomada sobre a distribuicdo estaciondria f () Esta parece
fornecer uma solucéo para o problema, mas primeiro € necessario descobrir como construir
cadeias de Markov tal que a sua distribuicéo estacionéria f () Sgja precisamente a conjunta a
posteriori p(q |y),isto €, f(x)=p@ly).

Apresentam-se a seguir dois algoritmos: Metropolis-Hastings e Amostrador de Gibbs,
gue permitem gerar cadeias de Markov cuja distribuicdo de equilibrio sgja precisamente

p@ly).

3.3. Algoritmo de M etropolis-Hastings

O agoritmo de Metropolis-Hastings permite gerar uma amostra da distribuicdo
conjunta a posteriori p(Q,,d,.-.-.q, | Y) , a partir das distribui¢des condicionais completas, que
podem possuir forma fechada ou ndo (Metropolis et a., 1953; Hastings, 1970; Chib &
Greenberg, 1995).

Os fatos principais desse método para gerar amostras de uma distribuicdo com

~

densidede p(q | y) = p(q) sdo:

i.  oscaculosdependem de p(q) somente através da razdes da forma P@) emqueq e

p@)
g' sdo pontos amostrais. Assim, a constante normalizadora n&o precisa ser conhecida,
pois sera cancelada no quociente;
ii.  nenhuma fatoracdo de p(q ) Sera necessaria;

iii.  osmétodos sdo facilmente implementados, e



23

iv. aseguénciade amostras € obtida através de uma cadeia de Markov.

Seja a cadeia de Markov {qo,ql,qz,...,qz,...} . Para o agoritmo de Metropolis-Hastings,
suponha que atualmente a cadeia estd em estado g, =( . Entdo, para cada tempo t3 0, o
proximo estado q,,, é escolhido, primeiramente, amostrando um ponto candidato q~ da
distribuicéo proposta q(¥q,) (adistribuicéo proposta pode depender do ponto atual, g, ).

O ponto candidato q~ € entdo aceito com probabilidade a (q,q') sendo que

N

N = mint1 P@)A@19")0
2699 mm%l p@)a@’la) b

Se 0 ponto candidato ? for aceito, o proximo estado sera q,,; =q". Se o candidato for
rejeitado, a cadeiando se movera, isto é, q,,, =q .

Todo agoritmo em que é gerada uma cadeia reversivel através de uma regido de
aceitacdo da forma acima, sera chamado do tipo Metropolis-Hastings. A otimalidade do
método pode ser analisada em termos da minimizagdo da variancia assintética dos

estimadores de momento.
O agoritmo Metropolis-Hastings (Gilks et a, 1997) pode ser resumido como:
Inicie q,;
Facat=0
Repita{

Amostre um ponto 7 de q(®|q)

Amostre um valor U de uma uniforme (0,1)

SeUfa(@,q’) facaq., =9

caso contréario faga g,,, =
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incrementet
}

emaue a(q.q’) = min 1, P@)9@1a)d

i p@a@la) b’

Em outras palavras, em cada estagio da cadeia, um novo candidato € proposto de
acordo com a funcdo geradora. Se este candidato € aceito, entende-se que a cadeia anda
(ocorre transi¢éo), sendo, a cadeia fica parada e o candidato é descartado.

O algoritmo Metropolis-Hastings € bastante geral, e pode, pelo menos a principio, ser
implementado com qualquer distribuicdo p(q) e para qualquer proposta. Entretanto, sob o
ponto de vista pratico a escolha da proposta é crucia para efeitos de convergéncia para a

distribuicéo posteriori.

Casos Especiais

Um caso particular é quando a distribuicdo proposta ndo depende do estado atual da
cadeia, i.e. p(Q'lq) =q(@'). Em gerd, g(®) deve ter uma aproximacdo de p (°), mas € mais
seguro se q(°) tiver caudas mais pesadas do que p (°) . A probabilidade de aceitacdo agora
passa a ser

1 ' U
a(a.q") = minj1, P@)A@Y
1 p@a@)p
Note que embora os valores de ?* sgjam gerados de forma independente a cadeia resultante
ndo sera independente e identicamente distribuida ja que a probabilidade de aceitacdo ainda

depende de ?.
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Outro caso particular € chamado algoritmo Metropolis e considera apenas propostas

simétricas, i.e.,, q(Q'|q) =q(q |q') paratodos os valores de ? e ?. Neste caso a probabilidade

de aceitacdo se reduz para

1, P@)d

2@.a)=mnt- ey

Um agoritmo Metropolis muito utilizado é baseado em um passeio aleatério de modo que a

probabilidade da cadeia mover-se de ? para ? depende apenas da disténcia entre eles, i.e.
a@Q'lq) = qﬂq - q|) Neste caso, se usarmos uma distribuicdo proposta com variancia s *
duas situacdes extremas podem ocorrer,

1. se's *for muito pegquena os valores gerados estardo proximos do valor atual e quase
sempre serdo aceitos. Mas levard muitas iteracdes até o algoritmo cobrir todo 0 espaco
do parémetro;

2. valoresgrandesde s * levam a uma taxa de rejeicdo excessivamente alta e a cadeia se
movimenta muito pouco.

Nas duas situacbes o algoritmo torna-se ineficiente e na prética temos que tentar varios
valoresde s ?.

De um modo geral q =(q,..9,)" seréd um vetor de parédmetros de dimensdo d. Neste
caso, pode ser computacionalmente mais eficiente dividir ? em k blocos {q,..q,} e dentro de

cada iteracdo teremos o agoritmo aplicado k vezes. Definindo o vetor
X, = (X peer X1, X1y X, ) QUE CONtéM todos 0s elementos de x exceto X, suponha que a
iteracdo t+1 os blocos 1,2,...,i-1 jaforam atualizados i .e.

X, = (xl(“l) e X X L xO )

Para atualizar a i-ésima componente, um valor de x & gerado da distribui¢do proposta

q(.|x,X ;) eestevaor candidato € aceito com probabilidade
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pOX | X )alx %', x;)U
a(x. %)= mﬂlpm|MMMIkxﬂ%

Exemplo: Numa certa populagcdo de animais sabe-se que cada animal pode pertencer a uma

dentre quatro linhagens genéticas com probabilidades

p1 'ps_

]__
_ 4q b, =

1.9 1-q
=—+1 =__1
2 2 Pz 4

A

sendo 0<qg <1 um par8metro desconhecido. Para qualquer 1 (0,)) é facil verificar que
p, >0,i=1234 e p,+p,+p;+p,=1. Observando-se n animais dentre os quais Y,
pertencem a linhagem i estéo o vetor aeatorio Y =(y,,Y,,Ys Y,) tem distribuicdo

multinomial com parametros n, p,, p,, P;, P, € portanto

nl
p(yla) EEVETVEIVEIVE] P P32 Py Py
Yi: Yo' Ys: Yar

a (2+q)y1 (1_ q)y2+)’3q 2
Atribuindo uma priori g ~U (0,1) segue que a posteriori € proporcional a expressao acima.
Tomando a distribuicdo U (0,1) como proposta entdo q(q) =1" q e a probabilidade se

simplifica para

pIXaNy_ ol @@ ra'gtal- a'g™ Mo
p(XIQ)g { é2+9p él-qp eqa%

a(g.q') =min1,
|

Foram observados 197 animais com 0s numeros de animais nas categorias dados por
y=(125,18,20,34) e foi gerada uma cadeia de Markov com 1000 valores de ?. Os valores
simulados e as primeiras 30 autocorrelagdes amostrais de ? estdo na Figura 2. A cadeia parece
ter convergido apds algumas iteragdes e podemos descartar os 100 primeiros valores (esta foi

a nossa amostra de aguecimento-“burn-in”). Note também que a cadeia € altamente



27

correlacionada ao longo das iteragtes e isto € devido a ata taxa de rejeicdo por causa da

escolha de g. Os resultados foram obtidos através do programa R.

FIGURA 2: (a) 1000 valores simulados de ?. (b) 30 primeiras autocorrelacbes amostrais apds

aquecimento. (¢) histograma dos val ores simulados apds agueci mento.
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Exemplo 2: Suponha que queremos simular valores X ~N(071) propondo valores

Y ~N(x,s?). Neste caso as densidades propostas no numerador e denominador de

N

a(q,q')=min:'LwU

: se simplificam e a probabilidade de aceitacéo fica
i p@a@’la)

a(x x)= mini],exp? %(yz ) Xz)gz

Fixando os valores s=0,5 e s=10 foram simuladas as cadeias que aparecem na Figura 3. Note

gue o valor de s teve um grande impacto na taxa de aceitacdo do algoritmo. Isto ocorre
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porque com s=0,5 a distribuicdo proposta estd muito mais proxima da distribuicdo de

interesse do que com s=10.

Figura 3: 1000 valores ssimulados para o Exemplo 2 usando o algoritmo de Metropolis-
Hastings com (a) s=0,5 e (b) s=10.
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3.4. Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs é um caso especial do Metropolis-Hastings em que o valor
aleatério é sempre aceito. Resta a tarefa de especificar como construir uma cadeia de Markov
em que valores convergem para a distribuicéo de interesse. A chave para o amostrador de
Gibbs é se considerar a distribuicdo condicional univariada, quando todas as variaveis
deatérias sdo mais faceis de simular do que distribuicbes conjuntas complexas. Também

nesse caso, tem formas simples (normais, qui-quadradas inversas ou outras distribuicbes a



29

priori comuns). Assim, simular n varidvels aeatérias seqiiencialmente para as n condicionais
univariadas que geram um vetor simples n-dimensional em uma passagem simples usando a
distribuicdo conjunta completa.

Para introducéo do amostrador de Gibbs, considere uma variavel aleatéria bivariada
(X,y), e suponha que desejamos calcular uma ou ambas as marginais, p(x) e p(y). A idéa

do amostrador é simples, considerar uma sequiéncia de distribui¢des condicionais, p(x|y) e
p(y|x), que € obtida da marginal por integracdo da densidade conjunta p(x,y), €
p(X) = CP(x, y)dy . A amostragem inicia com algum vaor y, paray e obtém-se x, como
uma observacdo da varidvel aleatoria da distribuicBo condicional p(x|y=yY,). A
amostragem entdo usa X, para gerar um novo valor para Y,, esbogando a distribuicdo
condicional baseadano valor x,, p(y|X=X,).A amostragem continua conforme

% ~ P(X|y=VYi1)

yi ~ p(y|x=x)
Repetindo este processo k vezes, gerando uma sequéncia de Gibbs para um k grande, aonde

um subconjunto de pontos (X;,y;) para 1£ jEm<k sdo tirados da nossa simulacdo

esbocada da distribuicdo conjunta completa. Para obter o total de m amostras de interesse
(onde cada ponto na amostra é um vetor de dois parémetros), uma amostra da cadeia (i)
depois de um aguecimento suficiente para remover os efeitos do valor inicia e (ii) no
conjunto de interesse (sempre n amostras) seguintes ao aguecimento. A seqiiéncia de Gibbs
converge para uma distribuicdo estacionéria (equilibrio) que é independente dos valores
iniciais e a construcdo desta distribuicdo estacionaria gera a distribuicdo de interesse que

estamos tentando simular.
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Exemplo: A distribuicdo a seguir foi obtida em Casella e George (1992). Suponha que a

distribuicéo conjuntapara x=01,...,n e 0£ y £1 édada por

n! x+a - n- x+b-
p(X,y) = ———— y*(L- y) Pt
(n- x)!I«

Note que x é discreto enquanto y € continuo. Enquanto a densidade conjunta é complexa, as
densidades condicionais sdo distribuicbes simples. Para verificar isto, primeiro vamos

relembrar que a varidvel aeatdria binomia ztem uma densidade proporcional

q’(1- g)"*

2(n- 2) paaO£z£n

p(z|g,n) a

onde 0<q<1 éo parémetro de sucesso e n 0 niumero de agdes, e denotamos z ~ B(n, p). Da
mesma forma relembramos gque a densidade para z ~ Beta(a,b) , uma distribuicdo beta com
modelo de parametro a e b dado por
p(z|lab) a z*'(1- 2)** paa O£ z£1

Com estas distribuic¢des de probabilidade em méos, note que a distribuicdo condicional para x
(ratando y como uma constante fixa) € x|y~B(ny), enquanto
y|Xx~ Beta(x+a,n- x+Db).
O poder do Amostrador de Gibbs é que estimando uma seqliéncia dessas variavels aleatorias
condicionais univariadas (uma binomial e outra beta) pode-se estimar algum aspecto de outra
distribuicdo marginal. Supondo n=10 e a=1, 3=2. Comegando a amostragem com y, =1/2, e
tomando a amostra através de trés iteracOes compl etas.

(i) X, €é obtido gerando variavel aeatéria B(n,y,) = B(10,1/2), fornecendo x, =5 em

nossa simul agéo.
(ii)y, ¢é obtidko de wuma varidvel deatdria Beta(x,+a,n- X,+b) =

Beta(5+110- 5+ 2), fornecendo y, =0,33.
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(i)  x, éaredizacdo de uma varidvel adeatéria B(n,y,) = B(10, 0.33), fornecendo
X =3.
(iv) y, € obtido de uma variavel aleatoria Beta(x, +a,n- x, +b) = Beta(3+110- 3+2),
fornecendo y, =0,56.
(V) X, € a redizagdo de uma varidvel aleatéria B(n,y,) = B(10, 0.56), fornecendo
X, =7.
Nossa particular realizacéo da sequiéncia de Gibbs depois de trésiteracbes é daforma (5, 0.5),
(3, 0.33), (7, 0.56). Podemos continuar este processo para gerar uma cadeia longa.
Obviamente, os valores iniciais da cadeia sd0 altamente dependentes do valor y, escolhido

parainiciar a cadeia. Esta dependéncia diminui conforme a seqliéncia cresce e comecamos a
registrar a sequéncia depois um numero suficiente de iteracBes de aguecimento ter ocorrido
pararemover algum efeito das condi¢bes iniciais.

Quando duas ou mais varidveis sdo usadas, a amostragem € estendida de maneira
obvia. O valor da k-ésima varidvel é descrita como a distribuicdo p(q® |Q“¥) onde Q%
denota um vetor contendo todas as variaveis com excecdo da variavel k. Entretanto, durante a
i-ésimaiteracdo da amostra, para obter o valor de p(q™® |Q“*) descreve-se adistribuicéo da
forma
9.“ - p@® [q® =q.?,..q%*? =q,“?,...q*? =q&? ...q™ =q)

Por exempl o, se temos quatro variave's, (w,x,y,2), 0 amostrador sera

W~ PW[X=X.1,Y=Y1,2=Z)

X ~ p(X|lw=w,y=VY, ,,2=2,)

Yi ~ py|w=w,x=x,2=7_,)

Z ~p(zlw=w,X=X,y=Y,)
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Gelfand e Smith (1990) ilustram o amostrador de Gibbs para tratar uma ampla
variedade de estatisticas, enquanto Smith e Roberts (1993) mostram o casamento do
Amostrador de Gibbs com a estatistica Bayesiana (para obter distribuicdes a posteriori). Uma
boa introducdo é dada por Casella e George (1992), enquanto mais detalhes pode ser obtidos
em Tanner (1996), Besag et al. (1995), e Lee (1997).

Usando o Amostrador de Gibbs para aproximacéo de Distribuicbes Marginais:

Algum aspecto de interesse para as marginais pode ser calculado através das m

realizagcOes da segiiéncia de Gibbs. Por exemplo, a esperanca da fungdo f da variavel aeatdria

X € aproximada por

fF(x)

Qos

E[f ()], =

3w

Esta € a aproximaggo de Monte Carlo para f(x), pois E[f(x)], ® E[f(x)] quando
m® ¥ . Damesma forma, a estimagdo de Monte Carlo para outras fun¢bes com n variaveis

@®...q™), édadapor

afa®..q")

11
Ehmqu<ﬂm_at

[y

Continuagéo do exemplo:

Embora a segiiéncia de tamanho 3 calculada anteriormente sgja muito pequena para
ser propriamente uma sequiéncia de Gibbs, como ilustracdo podemos utilizé-la para o calculo
de estimativas de Monte Carlo. As estimativas das médias parax e y sdo

__54+3+7 _

_05+0,33+0,56
X3 3 =

S5 VY, 3 =0,46

Similarmente (x?), = 27,67 e (y?), = 0,22, fornecendo as estimativas para a variancia de x e
y

Var (x), = (X2)3 - (%) =267

var(y), = (v2), - (v,)? =025
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3.5. Avaliagéo da Convergéncia

Os métodos MCMC sdo uma 6tima ferramenta para resolugdo de muitos problemas
préticos para andlise Bayesiana. Porém, algumas questfes relacionadas a convergéncia nestes
métodos ainda merecem bastante pesquisa.

Entretanto, uma questdo que pode surgir € “quantas iteracdes deve ter o processo de
simulagdo para garantir que a cadeia convergiu para o estado equilibrio?’. Como a cadeia ndo
€ inicidlizada na distribuicdo estaciondria, uma pratica comum € usar um periodo de
aquecimento (“burn-in") (Gilks et a., 1996). A cadeia é rodada por L + M iteractes, sendo as
primeiras L iteracOes iniciais descartadas. Espera-se que depois deste periodo de aguecimento
a cadeia tenha esguecido os valores iniciais e convergido para a distribuicéo de equilibrio; a
amostra resultante de tamanho M sera uma amostra da distribuicdo de equilibrio. Para
eliminar uma possivel auto-correlacdo das cadeias selecionadas a partir do aguecimento a
cada k iteracOes, o tamanho de k sera chamada de lag.

O grau de correlacdo da amostra final afetara a acurécia do estimador de Monte Carlo

baseado na amostra. O conceito de tempo de autocorrelacdo (Madras e Sokal, 1998) é usado
para quantificar este efeito. Assumindo que a cadeia tenha alcancado o equilibrio, sgjaq' o
valor da cadeia no tempo t. A autocorrelagdo r (k) no lag k para alguma fungéo g(q) €

definida por

Elo@")a@™)]- Elo@")]
Vig@")]

ro(k) =

A esperanca é com relagdo a densidade p(q'). O tempo de autocorrelaco, t o, Paraafungdo

g € definida como

Qox

t,=

ry(K)

w

SeM>>t , entdo aaproximacao paraavarianciade
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o estimador da esperancade g(q), é V[g(@)} ,/M o qual € maior que o estimador baseado

em uma amostra tamanho M de observacfes independentes e identicamente distribuidas. Em
outras palavras, 0 nUmero efetivo de amostras independentes em uma cadeia de tamanho M é

aproximadamente M/t ;. Métodos para estimar t, da saida do MCMC podem ser

encontrados em Geyer (1992).

Observe que o tempo de autocorrelacdo € uma estimativa da eficiéncia da cadeia de
Markov umavez que alcanca o equilibrio, e portanto, a estacionariedade e ndo uma estimativa
de quantas iteracbes sdo necessarias para a cadeia alcancar a distribuicdo estacionéria.

Para avaliar a convergéncia dos métodos MCMC faz-se uso de alguns critérios que
existem na literatura. As técnicas mais populares so as de Geweke (1992) e Heidelberger e
Welch (1983) que usam resultados baseados em andlise espectral, Raftery e Lewis (1992) que
permite calcular quantas iteracbes sd0 necessdrias para uma cadeia atingir a distribuicéo
estacionéria através da estimagao de quantis posteriores com uma precisdo previamente fixada
e Gelman e Rubin (1992) que usa resultados baseados na andlise de variancia classica para
duas ou mais cadeias simuladas com valores iniciais diferentes. Estes métodos e outros foram
comparados no trabalho de Cowles e Carlin (1996), aonde se chegou a conclusdes de que ndo
se pode afirmar qual deles é o mais eficiente. As técnicas de Geweke, Heidelberger-Welch,
Raftery-Lewis, Gelman-Rubin e outras estdo implementadas no pacote CODA (Cowles e
Carlin, 1996) executavel no R.

Também podemos fazer uma avaliacdo informal de convergéncia (Gelfand e Smith,
1990). Eles sugeriram técnicas gréficas para verificacdo da convergéncia. Apds um nimero
suficientemente grande N de iteracbes em m cadeias paralelas, forma-se uma amostrade ? e

pode-se construir um histograma de qualquer uma de suas componentes (ou suas fungoes).
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Esse histograma pode ser suavizado através de alguma técnica de alisamento ou ndo. O
mesmo procedimento pode ser repetido apds N+k iteracBes. Se ndo houver diferenca
perceptivel a olho nu entre os gréficos obtidos apds N e N+k iteracdes, entdo se conclui pela
convergéncia das cadeias. O valor de k ndo pode ser muito pequeno, pois a correlacdo inerente
a cadeia de Markov estara exercendo sua influencia a ndo se podera dizer que a similaridade é
devida a convergéncia ou a correlacdo do processo. Vaores de k muito grande séo
desnecessarios, pois se ha suspeita de convergéncia apos N iteracbes ndo ha necessidade de ir
muito além na cadeia apenas para uma verificacdo. Tipicamente, valores entre 10 e 50
iteracOes sdo apropriadas.

Ainda na linha de verificagdo gréfica é possivel observar a trajetéria de uma Unica
cadeia ao longo das iteracdes. Se o gréfico apds um periodo inicia apresenta repetidamente o
mesmo comportamento qualitativo e quantitativo entdo pode se concluir pela convergéncia da
cadeia. Similarmente, pode-se usar uma versao gréfica de teorema ergodico e plotar as médias
ergodicas ao invés dos valores gerados. Convergéncia é verificada se o gréfico demonstra um
comportamento assintético.

Essas técnicas de monitoracdo devem ser usadas com muita cautela e sempre
acompanhadas de alguma fundamentacdo tedrica. Técnicas gréficas podem ser ilusorias
indicando uma constancia que pode ndo ser tdo evidente sob outra escala. Além disso, muitas
cadeias podem exigir um comportamento similar ao de convergéncia sem gque a convergéncia

tenha sido atingida.
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CAPITULO 4—-APLICACAO: ANALISE CUSTO-EFICIENCIA DA PROTESE DE
REPOSICAO DA BACIA

4.1. Justificativa

Nosso exemplo em curso diz respeito a selecdo de proteses na reposicéo total da bacia:
este € um procedimento ortopédico muito comum, com um potencial benéfico em termos de
alivio de dor e melhora das funces fisicas. A bacia é a articulacdo em que 0 0sso da coxa
(fémur) se une ao o0sso do quadril (pélvis). A substituicdo total da bacia € uma cirurgia que
repde as partes desgastadas ou danificadas da articulacdo da bacia. As superficies danificadas
da articulagdo sdo removidas e substituidas por uma articulacdo artificial. Entretanto, ha
véarios produtos avaliados e sendo usados, com limitada evidencia de sua eficiéncia relativa,
particularmente em termos de suas taxas de revisdo para diferentes subpopulagdes. Visto que
préteses variam consideravelmente no custo, o National Institute of Clinical Evidence for
England and Wales (NICE) do Reino Unido, tem-se direcionado para o custo-eficiéncia de
diferentes tipos de préteses, fazendo uso substancial de andlises prévias apresentada por
Fitzpatrick (1991) e outros.

Aqui usamos 0 modelo para conseqiiéncia seguinte a reposi¢ao da bacia que é baseado
em Fitzpatrick e ilustra a estrutura aproximada para as vérias origens de incerteza. Ele usa
evidéncias nas taxas de revisdo relativas para diferentes proteses citadas na avaliacdo de
NICE. Entretanto, nosso proposito € no desenvolvimento da metodologia estatistica, e assim
nossos resultados ndo devem ser usados como contribuicdo de qualquer maneira para escolha

da prétese apropriada.
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4.2. Modelo Estatistico

Nosso modelo para predicéo do custo - beneficio seguindo a reposicdo da bacia € um
modelo de Markov discreto a tempo discreto. O primeiro ciclo (t=1) é assumido para iniciar
imediatamente depois da primeira operacdo de reposicdo total da bacia (THR); pacientes
podem também morrer na operacdo ou pos-operacdo; em cada caso eles entram no estado 5
(morte), de outro modo podem ficar no estado 1. Em ciclos subseqUentes, pacientes
sobreviventes ficam no estado 1 até morrerem por outras causas (passando ao estado 5), ou
sua reposicdo de baciafalha e exigem uma operacdo THR de revisdo. Pacientes sofrendo uma
operacao de revisao entram em um ou dois estados, dependendo de sua morte pos-operatéria
(estado 2) ou sobrevida (estado 3). Pacientes sobreviventes passam para 0 estado 4 (sucesso
na revisdo THR) no ciclo seguinte, a menos que morram de outras causas (passam para o
estado 5). Pacientes no estado 4 permanecem ali até também morrer por outras causas (estado
5) ou necessitar de outra operacdo de revisdo THR. Em cada caso este progresso volta ao
estado 2 ou 3 mais adiante. Também assumimos a transi¢céo do estado 2 para 0 estado 5 no
ciclo seguinte a morte operatéria depois da revisdo THR. Isto pode parecer artificial, mas é
necessario para evitar multiplas contagens para revisdo de custos no momento gque pacientes

ficam no estado 2. A Figura 4 ilustra os varios estados e as possiveis transi ¢oes entre estados.
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Figura 4: Modelo Markoviano para resultados apds reposicéo total da bacia

Primeiro THR W ( Morte na operagio
(estado 1) »| depoisderevisio de
THR (estado 2)
//I A
>//
Morte
(estado 5)
A 4 \
A 0~
Sobrevive apds uma | Sucesso narevisio
revisao de THR de THR (estado 4)
(estado 3) <
J N

Transi¢cOes entre estados séo definidas em estrutura de tempo (ciclo longo) de um ano.

O vetor de estados de probabilidade no ciclo t=1 é p,=(-1,,0,00,l

op | ). Entdo
consideramos um avango de 59 ciclos para 0 modelo, escolhendo garantir que pacientes no
grupo idade jovem com t=1 deveriam morrer no fim de 60 ciclos (anos). A matriz L de

transi¢do de probabilidades para t= 2,...,60 € mostrada abaixo. Aqui L, € a probabilidade de

estar no estado j no ano t-1 e se movendo para o estado k no iniciodo ano t; |, € ataxade

mortalidade na operagdo; g, € o risco pararevisdo no ano t; |, é ataxa de mortalidade em t

anos depois da primeiraoperacdo e r € ataxade revisdo, que é assumida como constante.

él' g; - lt lopgt (1' l Opbt 0 |tl}|
e u
e 0 0 0 0 1y
L=é 0 0 0 1-1, 1,
e u
g O y, rf-1,) 1-r-1, 4
g o 0 0 0 1§
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4.3. Par@metros do Modelo

Seguiremos Fitzpatrick adotando o uso da protese de Charnley como analise base,
assumindo como uma constante na taxa de mortaidade pos-operatéria, | ,,=0,01, e a
constante taxa de revisdo, r =0,04. Além disso, assumiremos o0 aumento linear no risco de
revisifo g, =h(t-1 (i.e. sem reposicdo no primeiro ano), mas diferente de Fitzpatrick,
deixaremos o0 aumento anual h para depender da idade e sexo do paciente. Como base da taxa
de revisdo para protese de Charnley nos registros de reposicdo da bacia suico, e assumindo
maior taxa de revisdo para homens e pessoas jovens, teremos h=0,0022 para homens < 65
anos, h=0,0017 para mulheres < 65 anos, h=0,0016 para homens = 65 anos e h=0,0012 para
mulheres = 65 anos. Finalmente assumiremos que pacientes sobreviventes a operacéo THR
ter8o a mesma taxa de mortalidade da populacdo em geral e usaremos as taxas nacionals de
sexo-especifico por idade da UK Office for National Statistics, reproduzidos na Tabela 4.
Também € mostrada na Tabela 4 a distribuicdo idade-sexo para pacientes que receberam o
primeiro THR usando a prétese Charnley no Reino Unido. Estes dados serdo usados na

analise permitindo heterogenei dade para pacientes.
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Tabela 4: Taxa de mortalidade de sexo-especifico por idade, e distribuicéo por sexo e idade de

pacientes que receberam o primeiro THR no Reino Unido

Taxade Mortaidade % receptores de THR
Homens Mulheres Homens Mulheres

<45 0,0017 0,0011 2% 2%
45-54 0,0044 0,0028 3% 4%
55-64 0,0138 0,0081 7% 10%
65-74 0,0379 0,0220 13% 22%
75-84 0,0912 0,0578 10% 26%
>84 0,01958 0,1503 0% 1%

4.4, Custo - Beneficio

Estimativas dos custos de primeira operacdo e da operacdo de revisdo de THR usando
a prétese de Charnley foram obtidas de Fitzpatrick. Para um paciente tipico, o custo inicia do

THR é C,=£4052, e o custo de revisdo do THR é C,=£5290, e usamos uma taxa de

desconto para custos ocorridos nos anos futuros de d . =6% por ano.

A qualidade de vida relativa (HRQL) é medida pela qualidade gjustada de vida por
anos (QALYs) se baseia no grau de severidade da dor que os pacientes sentem em diferentes
estados do modelo. Baseado nos resultados de estudos Canadenses, Fitzpatrick, assume
valores u, =1, u,=0,69, u,=0,38, u,=0,19 para os HRQL dos pacientes nos estados sem dor,
dor suave, moderada ou severa, respectivamente. Assume-se que depois de uma operacéo
THR bem sucedida, 80% dos pacientes ndo sentiram dor e 20 % sentiram dor moderada. Para

pacientes que pertencem a reposicao de bacia com falha, assume-se que 15% sentem dor
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severa e 85% sentem dor moderada no ano que precede 0 ano da operagédo de revisdo, e entre
aqueles que sentiram dor moderada e dor severa no ano da operacéo tivemos 50% para ambos
0s grupos. Calculamos entdo QALY's para cada estado em nosso modelo de Markov como
segue:

QALY, =0,8u, +0,2u, =0,938

QALY, =0+1,06(0,85u, +014u, - 0,&u, - O,2u,) =- 0,622

QALY, =(u, +u,)/2+106(0,8%, + 0154, - 0,8, - O,2u,) =-0,377

QALY, =08u, +0,2u, =0,938

QALY, =0

Notamos de forma anémala o aparecimento de valores negativos para os estados 2 e 3,
0S quais representam uma subtracéo da qualidade para o ano que procede os pacientes que
precisaram de uma operacdo de revisdo. Para custos, descontamos QALYs (e também,
expectativa de vida) nos anos futuros a taxa de d, =6% por ano: entretanto, supor uma taxa de
desconto diferente para beneficios e custos pode ser mais razoavel.

Na Tabela 5 temos os custos esperados e beneficios para cada subgrupo, calculados
ambos de forma fechada e via smulagdo de Monte Carlo (calculada através do software
WinBUGS). Estimativas de Monte Carlo da variabilidade séo expressas pel os desvios padroes
amostrais para estes custos e beneficios. As estimativas simuladas baseadas nas expectativas
concordam bem com o resultado exato para cada subgrupo, e o desvio padréo mostra
variabilidade substancial entre efeitos atingido por pacientes individualmente. Enquanto os
custos esperados sd0 razoavelmente constantes nos subgrupos, ha clara heterogeneidade nos
beneficios esperados.

Agora poderemos calcular todas as esperangas m,, na forma fechada, ignorando a

variabilidade entre individuos homogéneos.
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4.5, Analise Probabilistica de Sensibilidade

4.5.1. Sensibilidade par a heter ogeneidade de pacientes: caso parametro ? fixo

Supondo que desgjamos uma medida global do custo-€ficiéncia através da populacdo
completa, mas com um resumo da variabilidade devido a heterogeneidade dos pacientes.
Estamos inclinados nesta etapa a considerar o parametro ? do modelo ser conhecido.

Permitindo ster umadistribuicdo p(s|q) com médiae variancia:
Eg My J=m,
Var [mSOI ] =V,
onde E, representa uma esperanga com respeito a distribuicao de s para ? fixo. Dessa forma
m, e v, sd amediae avariancia do resultado esperado para sub-populagdes, para ? fixo. Se
m,, éviavel naforma fechada para cada um dos conjuntos finitos dos subgrupos, entdo m, e
V, podem ser obtidos pelo calculo direto.
Para 0 exemplo de proétese de bacia, as sub-populacdes S compreendem 0s grupos por
idade e sexo mostrados na Tabela 4. Cdlculos para m, e V, podem ser mostrados

computando o0s pesos médios e variancias de ambos na forma fechada ou esperancas por

Monte Carlo para cada subgrupo, onde o0s pesos séo dados por porcentagens do subgrupo na

Tabela 5. Ao find das trés linhas da Tabela 5 mostra-se, respectivamente m, , \/E eo

coeficiente de variagdo /v, /m, paracadaum dos trés resultados de interesse; estes resumos

de custos e beneficios esperados de THR e suas variabilidades dos subgrupos de pacientes.
Estas medidas enfatizam a consisténcia razoavel dos custos, mas variabilidade substancial dos

beneficios dos subgrupos.



4.5.2. Sensibilidade para parametros incertos de subgrupos de pacientes fixando s

Agora vamos considerar uma situagdo na qual estamos interessados nos subgrupos
individuais, mas queremos resumir as consequéncias para parametros incertos. Tendo ?

distribuicdo p(q |s) paracada subgrupo s fornecendo
Eq Is [msq ] = ms
Var, [mSOI ] =V,

onde E_. representa uma esperanca com respeito a distribuicdo de ? para um dado subgrupo

als
S. Desse modo m, e v, s80 a média e a varidncia dos resultados esperados para sub-
popul acbes especificas assumindo paraincerteza ?.

Assumindo que mg, € viavel na forma fechada, m, e v, podem ser estimados

simulando valores para? de p(q | s) , avaliando m, e tomando a média amostral e variancia

?. Esta é a aplicacdo natural do método de Monte Carlo para uma populacdo homogénea, a
qual se tornou um instrumento padrdo na andlise de risco. Isto estd implementado como
macros para Excel, também em softwares comerciais como RISK e Crystal Ball. Também
pode ser usado gratuitamente o software WINBUGS. Os resultados aparecem a seguir. A
terceira coluna para cada resultado fornece o desvio padréo amostral, estimado através de

integracéo de Monte Carlo.



Tabela 5: Custos e beneficios esperados de THR para subgrupos de pacientes com parametros
fixos, calculados exatamente e usando simulagcédo de Monte Carlo, e global, permitindo

subgrupos heterogéneos com parametros fixos..

Custos Expectativade Vida QALYS
(£) (anos)
Exato | MonteCarlo | Exato | MonteCarlo | Exato | Monte Carlo
[cl [C] [L] (L] [Ql [Ql
m m [c] m m (L] m m [Ql
Subgrupos | > Vg > * Vaq = W Vg
Homens

3544 | 5781|5793 1892 | 145 | 145 29 | 132 | 132 26
4554 | 5417 | 5435 1889 | 12,7 | 127 34 | 116 | 11,6 30
55-64 | 4989 | 4974 1659 | 103 | 103 37 95 | 95 33
65-74 | 4466 | 4454 1211 | 7.7 7,7 35 7,2 7,2 3,2
75-84 | 4263 | 4250 905 54 | 54 30 50 5,1 2,8
>84 4193 | 4203 806 | 41 | 41 30 | 38 | 39 27

Mulheres
3544 | 5626|5641 1.835 | 151 | 152 26 | 138 | 138 24
4554 | 5350 | 5346 1765 | 137 | 13,7 30 | 125 | 126 28
55-64 | 5002 | 5020 1.666 | 116 | 11,6 36 | 107 | 107 32
65-74 | 4487 | 4484 1242 | 91 | 90 37 84 | 84 34
7584 | 4282 | 4277 955 | 65 | 64 33 60 | 60 31
>84 4212 1 4209 812 | 50 | 50 34 | 46 | 46 32

Exato | MonteCarlo | Exato | MonteCarlo | Exato | Monte Carlo

Global

Média, m, 4.603 | 4.600 8,7 8,7 8,0 8,0

SD, 4V, 403 409 2,6 2,6 2,3 2,3
W

Cv= m, 0,09 | 0,09 0,30 | 0,30 0,29 | 0,29
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4.5.3. Sensibilidade associada par a parametros incertos e heter ogeneidade

Quando desgjamos simultaneamente investigar sensibilidade para heterogeneidade e
pardmetros incertos, precisamos entéo considerar a distribuicdo associada p(s,q) que fornece
0 resumo estatistico

Eg[mg]=m,
Var,, [mSq ] =V,
que quantificam a esperanca e variancia dos resultados dos subgrupos de pacientes e possiveis
parametros.

Os resumos globais m e v podem ser obtidos de duas maneiras, correspondente

expressando p(s,q) como p(s|q)p(g) oucomo p(g |s)p(s)-

1. Podemos condicionar os parametros e determinar sobre 0s subgrupos com respeito

a p(s|q) seguido por simulacdo de incerteza p(q) . Isto é talvez a ordem natural

quando o comportamento de subgrupos individuais € considerado sem

importancia. Ent&o obtemos padrfes idénticos.

m= E, |my, (m,,)|=E,[m,]

v=E, |[Vary, (m,)|+Var, |Eg, (my)|= E, [v, ]+ Var, [m, | = v,y + Ve, (4.2)
Mais tarde podemos considerar como uma decomposicdo da variancia total v no
resultado em duas componentes correspondendo para heterogeneidade de pacientes
(Vy,) € parametro de incerteza (Vv;,;) respectivamente. Assumindo que m, e Vv,

podem ser obtidos de forma fechada, a decomposicdo pode ser obtida usando

estimacéo de Monte Carlo para quantidades desejadas.
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2. Quando subgrupos individuais sGo mais importantes, é natural para a primeira
condicdo nos subgrupos e pardmetros simulados para p(q|s) seguindo para
determinag&o com respeito a p(s) . Obtemos

m=E,|m(m,.)|= E.[m.]
v=E, [VarOIIS (Mys )] +VarS[Eq|S(mq|S)] = Es[vs] +Vars[ms] =Vp, +V,,.(4.2)

Esta decomposicdo final da varidncia total v no resultado esperado em

componentes correspondentes a parametros incertos (V) e heterogeneidade (v, ).
Usando nossa suposicao padrdo, m, e v, podem ser obtidos pelas estimativas de
Monte Carlo, enquanto v, e v,, sdo calculados diretamente de m, e v, usando a

priori discreta p(s). Assm a porcentagem de variabilidade para as duas fontes

podem ser calculadas.
A segunda aproximacgdo serd mostrada mais apropriadamente e ilustrada com

aproximagdes no exemplo a seguir.

4.5.4. Exemplo: Sensibilidade para heter ogeneidade e paréametro incerto

Um parédmetro relevante no nosso modelo para progndéstico seguindo THR é o risco de

revisdo h. Pode ser razoavel assumir uma incerteza de £ 50% sobre nosso risco de revisdo
assumido (que denotaremos agora por h,) para cada grupo de idade e sexo. Temos
aproximadamente um intervalo de 95% para (h,t/15h,t.15) o risco de revisdo, que
representamos como uma distribuicdo normal para o log do risco

logh~ N(logh,,0,2%)
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A Tabela 6 fornece a esperanga m, e desvio padréo \/Z para custos e beneficios de

cada subgrupo, permitindo incerteza no risco de revisdo. A parte inferior desta tabela fornece
a esperanca global e variancia para cada resultado dos subgrupos e a distribui¢éo de risco,
avaliada usando, respectivamente, Eq. (4.1) e Eq. (4.2), e tomando juntos p(s)e p(s|q)
iguais para a distribui¢do idade e sexo fornecida na Tabela 6.

E claro que uma considerével incerteza sobre a taxa de risco de revisio tenha pequena
influencia na expectativa de vida ou QALY S, mas leva para uma substancial sensibilidade nos
custos. Quando combinado com influencia da heterogeneidade, pardmetro de incerteza é
responsavel apenas por 6,5% ou menos da variancia total dos custos e menos de 0,01% paraa

varianciatotal dos beneficios.
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Tabela 6: Esperanca e desvio padrdo para custos e beneficios de THR para subgrupos de

pacientes com parametro incerto, e global para par@metro incerto e heterogeneidade de

pacientes.
Custos Expectativa Vida QALYS
(£) (anos)
Subgrupos m”’ viel m{’ vit m? vid
Homens

35-44 5.787 231 145 00052 | 132 0,060

45-54 5.425 202 127 00037 |116 0,052

55-64 4.997 152 103 00021 | 95 0,038

65-74 4472 75 77 00008 | 72 0,019

7584 4.266 40 54 00003 | 51 0,010

>84 4.196 27 41 00002 | 39 0,007

Mulheres

35-44 5.636 218 151 00052 | 138 0,057

45-54 5.359 194 137 00038 | 126 0,050

55-64 5.010 154 11,7 00024 | 10,7 0,039

65-74 4.493 79 91 00010 | 84 0,020

75-84 4.285 44 65 00004 | 60 0,011

>84 4.215 31 50 00003 | 46 0,008

Geral(c/ p(slg)p@))
Esperancageral m 4.609 8,7 8,0
Var. paraincerteza 1,013 0,0000002 0,00006
Var p/ heterogeneidade 174,400 6,7 5,5
Var. Total 175,413 6,7000002 5,50006
% var p/ heterog. 99,4% 99,9% 99,9%
Geral(c/ p(a|s)p(s))

Esperancageral m 4,609 8,7 8,0
Var. paraincerteza 11,473 0,0000002 0,00006
Var p/ heterogeneidade 163,953 6,7 5,5
Var. Total 175,426 6,7000002 5,50006
% var p/ heterog. 93,5% 99,9% 99,9%
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CONCLUSAO

Em muitas situacOes reais, a complexidade ou dimensionalidade do problemaexige a
utilizag&o de ferramentas de simulag3o. E o caso, por exemplo, de serem exigidos célculos de
integrais multidimensionais sobre dominios dificeis de serem especificados.

O Método de Monte Carlo apresenta-se como uma técnica de simulacéo
conceitualmente simples, mas de grande poder e aplicabilidade a diversas areas do
conhecimento.

A disponibilidade de computadores com capacidade de processamento cada vez
maior permite utilizar alternativas mais sofisticadas e eficientes do Método de Monte Carlo,
tal como os chamados métodos Quase-Monte Carlo.

O Método de Monte Carlo para Cadeias de Markov (MCMC) tem encontrado uma
larga escala de aplicacfes, principalmente em Estatistica Bayesiana, Fisica Computaciona e
Genética.

Na aplicagdo prética feita neste trabalho pode-se constatar a eficiéncia do método de
Monte Carlo. As estimativas simuladas para custos, expectativa de vida e qualidade gjustada
de vida para pacientes que realizaram reposicdo da prétese da bacia foram muito proximas
dos valores cal culados de forma exata.

Citando Ehlers (2007): “Apesar da sua grande utilidade, os métodos de simulacéo
devem ser aplicados com cautela. Devido a facilidade com que 0s recursos computacionais
podem ser utilizados hoje em dia, corremos 0 risco de apresentar uma solugdo para o
problema errado (erro tipo 3-ver Mosteller) ou uma solugdo ruim para o problema certo.
Assim, os métodos computaci onalmente intensivos ndo devem ser vistos como substitutos do

pensamento critico sobre o problema por parte do pesquisador”.
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ANEXQOS

Comandosdo R

# Exemplo 1 — Metropolis Hastings

p = function(x,y) (2+x)"y[1] * (1-X)"(y[2]+Y[3]) * x"y[4]
metr = function(n,y,p,start){

theta = matrix(NA, nrow=n)

theta[1] = start

for (Iiin2:n) {

X = runif(1)

A = p(xy)/p(thete[i-1].y)

prob = min(1,A)

u = runif(1)

taxa= 0

if (u<prob) {

theta[i] = x

taxa=taxa+ 1

}

else theta[i] = thetd[i-1]

}

taxa = taxa/n
return(list(theta=theta,taxa=round(taxa,2)))

}

# Exemplo 2 — Metropolis Hastings
metrop = function(n,sigma){

X = matrix(NA,nrow=n)

X[1] =0

for (i in 2:n){

y = rnorm(1,x[i-1],sigma)

prob = min(1,exp(-0.5* (y"2-x[i-1]"2)))
u = runif(1)

if (u<prob) x[i] =y esex[i] = x]i-1]

}

return(x)

}
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Comandos do WinBUGS

Modelo 1: EStimacéo naforma fechada para cada estrato - fornece os resultados para a coluna
"exato" naTabela 2.

N&o sdo necessarias iteracdes para este modelo: apenas carregar os dados e compilar, entéo
obtem-se valores para C, mean.C, sd.C, BL, mean.BL, sd.BL, BQ, mean.BQ and sd.BQ
usando a ferramenta "node" no menu "Info".

Modelo
model {
for(k in 1:K) { #loop paraos estratos

# Equacles de custos e beneficios na forma fechada:

# Custos
for(tin 1:N) {
ct[k,t] <- inprod(pi[k,t,], c[])/pow((1+delta.c), (t-1))

}
C[K] <- CO + sum(ct[k,])

# Beneficios - Expectativa de vida
for(tin 1:N) {
blt[k,t] <- inprod(pi[k.t,], bI[])/pow((1+deltab), (t-1))

}
BL[K] <- sum(blt[Kk,])

# Beneficios- QALY's
for(tin 1:N) {
bat[k,t] <- inprod(pi[k,t,], bq[])/pow((1+delta.b), (t-1))

}
BQ[K] <- sum(bqt[k,])

# Probabilidades no modelo de Markov:
TR

# Matriz de Transicéo

for(tin 2:N) {
Lambda[k,t,1,1] <- 1 - gammak,t] - lambda[kt]
Lambda[k,t,1,2] <- gamma[k,t] * lambda.op
Lambdak,t,1,3] <- gamma[k,t] *(1-lambda.op)
Lambdak,t,1,4] <- 0
Lambda[k,t,1,5] <- lambda[k,t]

Lambda[k,t,2,1] <- 0



}

Lambda[k,t,2,2] <- 0
Lambdak,t,2,3] <- 0
Lambda[k,t,2,4] <- 0
Lambdak,t,2,5] <- 1

Lambdalk,t,3,1] <- 0
Lambdalk,t,3,2] <- 0
Lambdalk,t,3,3] <- 0

Lambda[k,t,3,4] <- 1- lambda[k,{]
Lambdalk.t,3,5] <- lambda[k,{]

Lambda[k,t,4,1] <- 0

Lambdak,t,4,2] <- rho * lambda.op
Lambda[k,t,4,3] <- rho * (1- lambda.op)
Lambda[k,t,4,4] <- 1 - rho - lambda[k,t]
Lambda[k,t,4,5] <- lambda[k,1]

Lambda[k,t,5,1] <- 0
Lambda[k,t,5,2] <- 0
Lambdak,t,5,3] <- 0
Lambda[k,t,5,4] <- 0
Lambdak,t,5,5] <- 1

gamma[k,t] <- h[k] * (t-1)

# Probabilidade marginal da existéncia em cada estado no tempo 1

pi[k,1,1] <- 1-lambda.op ; pi[k,1,2]<-0 ;

lambda.op

pilk,1,3] <- 0 pi[k,1,4]<-0; pi[k,1,5] <-

# Probabilidade marginal da existéncia em cada estado no tempo t>1

}

for(tin 2:N) {
for(sin 1.5) {

pi[k,t,s] <- inprod(pi[k,(t-1),], Lambdak,t,,5])

}
}

# Média e desvio padréo dos custos e beneficios sobre estratos

mean.C <- inprod(p.strata[], C[])

for(k in 1:12) { dev.C[k] <- pow(C[K] - mean.C, 2) }

var.C <- inprod(p.stratd[], dev.C[])

sd.C <- ggrt(var.C)

mean.BL <- inprod(p.strata[], BL[])

for(k in 1:12) { dev.BL[k] <- pow(BL[K] - mean.BL, 2) }

var.BL <- inprod(p.strata[], dev.BL[])

54



55

sd.BL <- sgrt(var.BL)

mean.BQ <- inprod(p.strata[], BQ[])

for(k in 1:12) { dev.BQ[k] <- pow(BQ[k] - mean.BQ, 2) }
var.BQ <- inprod(p.strata[], dev.BQ|])

sd.BQ <- sgrt(var.BQ)

}

Data

list(N = 60, # Numero deciclos
K =12, # Number de estrato paraidade-sexo
S=5 # Numero de estratos no modelo de Markov
rho = 0.04, #taxaderevisio

lambda.op = 0.01, # taxa de mortalidade p6s operatoria
# risco de revisdo especifica paraidade-sexo:
h = ¢(0.0022, 0.0022, 0.0022, 0.0016, 0.0016, 0.0016, 0.0017, 0.0017, 0.0017, 0.0012,
0.0012, 0.0012),
C0 = 4052, # Custos iniciais para operacao primaria
c =¢(0, 5290, 5290, 0, 0), # Custos adicionais associados a cada estado (zero, exceto para
revisdo nos estados 2 e 3)
bl =¢(1,0,1,1,0), # Expectativa de vida associados a cada estado (um, exceto para
morte nos estados 2 e 5)
bg = ¢(0.938, -0.622, -0.3387, 0.938, 0), # QALY sassociated with each state
delta.c = 0.06, # Abatimento nos custos
delta.b = 0.06, # Abatimento na salide
# Probavilidade de reposi¢cao da bagcia por idade e sexo
p.strata= ¢(0.02, 0.03, 0.07, 0.13, 0.10, 0.00, 0.02, 0.04, 0.10, 0.22, 0.26, 0.01),
lambda = structure(.Data = ¢(0.0017, 0.0017, 0.0017, 0.0017, 0.0017, 0.0044, 0.0044,
0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0138,
0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138,
0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379,
0.0379, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.0044,
0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138,
0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379,
0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0912, 0.0912, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138,
0.0138, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379,
0.0379, 0.0379, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,



0.1958, 0.1958, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0912, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0028, 0.0028,
0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0081,
0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.0028, 0.0028,
0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081,
0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
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0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503
), .Dim=c(12,60))

)

Resultados

C[1] 5780.63668790767
C[2] 5416.562548239807
C[3] 4989.164602794755
C[4] 4465.835085120567
C[5] 4263.479312919332
C[6] 4193.391291056875
C[7] 5626.449527735194
C[8] 5350.134354117649
C[9] 5001.540676800725
C[10]  4487.005208134897
C[11] 4281.629476366824
C[12] 4212.180138412682
mean.C  4603.432668187249
sd.C  403.1198657616209
BL[1] 14.48348880806299
BL[2] 12.70320206522989
BL[3] 10.33676889386639
BL[4] 7.737088142001839
BL[5] 5.405318169474838
BL[6] 4.10131594099986
BL[7] 15.13511758213384
BL[8] 13.69504767151342
BL[9] 11.64587850500302
BL[10] 9.099826362544725
BL[11] 6.460129211039656
BL[12] 4.98847959150419
mean.BL  8.687265235645233
sd.BL  2.591243853352494
BQ[1] 13.17045899061035
BQ[2] 11.58796587852127
BQ[3] 9.470871749529167
BQ[4] 7.1580249957476
BQ[5] 5.019411300483008
BQ[6] 3.813085662202336
BQ[7] 13.81870781737208
BQ[8] 12.53426676799951



58

BQ[9]  10.69584501325796
BQ[10]  8.431190404035165
BQ[11]  6.004466120882278
BQ[12]  4.640733878882862
mean.BQ  8.016253305629553
s.BQ  2.338376751447872

Modelo 2: Estimativas MC para cada estrato - fornece resultados para colunas "Monte Carlo"
naTabela?2

n = 10000 iteracdes (1 por paciente simulado) sdo necessérias para este modelo; fornece C,
mean.C, BL, mean.BL, BQ, mean.BQ.

Modelo

model <- function (){

for(k in 1:K) { #loop paraos estratos

# Equacdes de custo e Beneficio
FHHPHE LRSS

# Custos
for(tin 1:N) {
ct[k,t] <- inprod(y[k.t,], c[])/pow((1+delta.c), (t-1))

}
C[K] <- CO + sum(ct[k,])
# Beneficios - Expectativa de vida
for(tin 1:N) {
blt[k,t] <- inprod(y[k,t,], bl[])/pow((1+delta.b), (t-1))
}
BL[K] <- sum(blt[k,])
# Beneficios- QALYs
for(tin 1:N) {
bat[k,t] <- inprod(y[Kk.t,], ba[])/pow((1+deltab), (t-1))
}
BQ[K] <- sum(bqt[k.])
# Probabilidades no modelo de Markov:
HHHHHHH R
# Matriz de transicéo

for(tin 1:N) {
Lambdak,t,1,1] <- 1 - gamma[k,t] - lambda[k,t]
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Lambdak,t,1,2] <- gamma[k,t] * lambda.op
Lambda[k,t,1,3] <- gamma[k,t] * (1-lambda.op)
Lambda[k,t,1,4] <- 0

Lambda[k,t,1,5] <- lambda[k,]

Lambdak,t,2,1] <- 0
Lambda[k,t,2,2] <- 0
Lambdak,t,2,3] <- 0
Lambda[k,t,2,4] <- 0
Lambdak,t,2,5] <- 1

Lambdak,t,3,1] <- 0
Lambda[k,t,3,2] <- 0
Lambdak,t,3,3] <- 0
Lambda[k,t,3,4] <- 1 - lambda[k,t]
Lambda[k,t,3,5] <- lambda[k,1]

Lambdak,t,4,1] <- 0

Lambdak,t,4,2] <- rho * lambda.op
Lambda[k,t,4,3] <- rho * (1- lambda.op)
Lambda[k,t,4,4] <- 1 - rho - lambda[k,t]
Lambda[k,t,4,5] <- lambda[k,1]

Lambdak,t,5,1] <- 0
Lambda[k,t,5,2] <- 0
Lambdak,t,5,3] <- 0
Lambdak,t,5,4] <- 0
Lambda[k,t,5,5] <- 1

gammalk,{] <- h[K] * (t-1)
}

# Probabilidade marginal da existéncia em cada estado no tempo 1
pi[k,1,1] <- 1-lanbda.op ; pi[k,1,2]<-0 ; pi[k,1,3] <-0; pi[k,1,4]<-0; pi[k,1,5] <-
lambda.op

# Estado para cada individuo no estrato k paratempo t=1
y[k,1,1:S] ~ dmulti(pi[k,1,], 1)

# Estado patra cada individuo no estrato k paratempo t>1
for(tin 2:N) {
for(sin 1:5) {
pi[k,t,s] <- inprod(y[Kk,(t-1),], Lambdak,t,,s]) # probabilidades amostrais
}

y[k,t,1:S] ~ dmulti(pi[k,t,], 1)
}

}

# Média para custos e beneficios sobre estratos
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mean.C <- inprod(p.strata[], C[])
mean.BL <- inprod(p.strata[], BL[])
mean.BQ <- inprod(p.strata[], BQ[])

}

Data

list(N = 60, # Numero de ciclos
K=12, # Numero de estratos paraidade-sexo
S=5, # Numero de estados no modelo de Markov
rho = 0.04, # taxa de revisao

lambda.op = 0.01, # taxa de mortalidade pos operatéria
# risco de revisdo especifica para idade-sexo:
h = ¢(.0022, 0.0022, 0.0022, 0.0016, 0.0016, 0.0016, 0.0017, 0.0017, 0.0017, 0.0012,
0.0012, 0.0012),
C0=4052, # Custos iniciais para operacdo primaria
c =¢(0, 5290, 5290, 0, 0), # Custos adicionais associados a cada estado (zero, exceto para
revisao nos estados 2 e 3)
bl =¢(1,0,1,1,0), # Expectativa de vida associados a cada estado (um, exceto para
morte nos estados 2 e 5)
bg = ¢(0.938, -0.622, -0.3387, 0.938, 0), # QALY sassociadas a cada estado
delta.c = 0.06, # Abatimento nos custos
delta.b = 0.06, # Abatimento na salide
# Probavilidade de reposicéo da bagcia por idade e sexo
p.strata = ¢(0.02, 0.03, 0.07, 0.13, 0.10, 0.00, 0.02, 0.04, 0.10, 0.22, 0.26, 0.01),
lambda = structure(.Data = ¢(0.0017, 0.0017, 0.0017, 0.0017, 0.0017, 0.0044, 0.0044,
0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0138,
0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138,
0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379,
0.0379, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.0044,
0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138,
0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379,
0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0912, 0.0912, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138,
0.0138, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379,
0.0379, 0.0379, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0912, 0.0912,



0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0028, 0.0028,
0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0081,
0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.0028, 0.0028,
0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081,
0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
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0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503
), .Dim=c(12,60))

Resultados

node mean
BL[1] 14.47
BL[2] 12.74
BL[3] 10.31
BL[4] 7.737
BL[5] 5.436
BL[6] 4.145
BL[7] 15.15
BL[8] 13.74
BL[9] 11.63
BL[10]9.025
BL[11]6.439
BL[12]4.984
BQ[1] 13.16
BQ[2] 11.62
BQ[3] 9.45
BQ[4] 7.16
BQ[5] 5.051
BQ[6] 3.852
BQ[7] 13.83
BQ[8] 12.58
BQ[9] 10.68
BQ[10]8.361
BQ[11]5.986
BQ[12]4.637

sd
2.891
3.358
3.68
3.53
2.991
2.953
2.621
3.045
3.551
3.685
3.325
3.446
2.63
3.04
3.335
3.241
2.76
2.718
2404
2.774
3.237
3.388
3.069
3.184

MC error
0.029088
0.03319
0.03863
0.02904
0.02868
0.03025
0.02599
0.02986
0.03378
0.03704
0.03087
0.03392
0.02753
0.03077
0.03488
0.02697
0.02639
0.02787
0.02385
0.02715
0.0304
0.03342
0.02838
0.03122

C[1] 5793.01892.017.52
C[2] 5435.01889.017.68

2.5%
5.212
3.673
1.943
1.0
1.0
1.0
7.21
4.465
1.943
1.0
1.0
1.0
4.889
3.445
1.823
0.938
0.938
0.938
6.395
4.188
1.823
0.938
0.938
0.938

median97.5% start

15.37
13.78
1111
7.802
5212
3.673
15.95
14.76
12.76
9.853
5.917
4.465
13.97
12.57
10.05
7.318
4.889
3.445
14.54
13.37
11.57
9.242
5.55

4.188

16.91
16.38
15.37
13.78
12.16
11.48
17.13
16.76
16.05
15.08
13.78
13.04
1554
14.96
14.0

12.71
11.09
10.42
15.82
1543
14.76
13.85
125

11.97

1

RPRRPRRPRRPRRPRRPRRPRPRPRPRPRRPRPRPRRPRRERRERERER

1

4052.0 5359.0 10650.0
4052.0 4052.0 10440.0

C[3]
Cl4]
C[3]
C[6]
C[7]
C[8]
C[9]
C[10]

4974.01659.0 18.42
4454.01211.011.66
4250.0905.4 7.962
4203.0806.4 7.597
5641.01835.015.51
5346.01765.016.74
5020.0 1666.0 18.57
4484.01242.012.48

4052.0 4052.0 9663.0
4052.04052.0 8242.0
4052.04052.0 7781.0
4052.04052.0 7183.0
4052.05087.0 10500.0
4052.04701.0 10200.0
4052.04052.09746.0
4052.04052.0 8385.0

sample
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000

RPRRPRRRRRRERE

10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
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C[11] 4277.0955.0 9.092 4052.04052.0 7781.0 1 10000
C[12] 4209.0811.9 8.303 4052.04052.0 7183.0 1 10000
mean.BL 8.668 1.392 0.011825.9578.68 11.38 1 10000
mean.BQ 7.999 1.282 0.01092 5.4958.005 105 1 10000
mean.C 4600.0469.0 4.031 4088.04465.05825.01 10000

Desvio padréo global para estimativas de Monte Carlo da Tabela 2 so apenas para ponderar 0
desvio padréo das medias especificas por estrato.

Model 3: Estimativas MC para cada estrato, permitindo para parametro de incerteza no risco
de revisdo, fornecendo resultados para Tabela 3

n = 10000 iteragdes (1 por grupo de simulacdo)sao necessarios para este modelo; fornece C,
BL, BQ paramedia e desvio padréo em cada subgrupo de resultados na Tabela 3.

Para resultados na parte inferior da Tabela 3:

Aproximacdo 1: p(s, theta) = p(s | theta) p(theta)

m_thetae v_theta sGo a média e variancia através dos subgrupos para fornecer valores de
theta

=> no codigo BUGS, calcula a media e variancia para C[k], BL[k], BQ[k] através dos
subgrupos em cada iteracao, ent&o obtendo a expectativa de Monte Carlo no fim do processo
=> fornece mean.C, mean.BL, mean.BQ, var.C, var.BL, var.BQ

Aproximacéo 2: p(s, theta) = p(theta | s) p(s)

Média global, m = média ponderada para médias posteriores de C[K], BL[K], BQ[K] =>
calculado apds executar o codigo BUGS

var exata paraincerteza, vP2 = média ponderada para variancias posteriores de C[K], BL[K],
BQ[k] => calculado apds executar o cédigo BUGS

var exata para heterogeneidade = vH2 = variancia ponderada para médias posteriores de C[k],
BL[k], BQ[K] => calculado apbs executar o codigo BUGS

Modelo
model {

for(k in 1:K) { #loop paraos estratos

# Equacles de custos e beneficios
FHHPHE DRSS SRR

# Custos
for(tin 1:N) {
ct[k,t] <- inprod(pi[k,t,], c[])/pow((1+delta.c), (t-1))

}
C[K] <- CO + sum(ct[k.])



# Beneficios - Expectativa de vida
for(tin 1:N) {
blt[k,t] <- inprod(pi[k,t,], bl[])/pow((1+delta.b), (t-1))

}
BL[K] <- sum(blt[k,])

# Beneficios- QALYs
for(tin 1:N) {
bat[k,t] <- inprod(pi[k.t,], ba[])/pow((1+delta.b), (t-1))

}
BQ[K] <- sum(bat[k.])

# Probabilidades no modelo de Markov:
HHHHHHHHHHH R

# Matriz de transicéo

for(tin 2:N) {
Lambda[k,t,1,1] <- 1 - gammak,t] - lambda[kt]
Lambda[k,t,1,2] <- gamma[k,t] * lambda.op
Lambdak,t,1,3] <- gamma[k,t] *(1-lambda.op)
Lambdak,t,1,4] <- 0
Lambda[k,t,1,5] <- lambda[k,t]

Lambda[k,t,2,1] <- 0
Lambdak,t,2,2] <- 0
Lambdak,t,2,3] <- 0
Lambda[k,t,2,4] <- 0
Lambdak,t,2,5] <- 1

Lambdak,t,3,1] <- 0
Lambda[k,t,3,2] <- 0
Lambdak,t,3,3] <- 0
Lambda[k,t,3,4] <- 1 - lambda[k,t]
Lambda[k,t,3,5] <- lambda[k,1]

Lambda[k,t,4,1] <- 0

Lambdak,t,4,2] <- rho * lambda.op
Lambda[k,t,4,3] <- rho * (1- lambda.op)
Lambda[k,t,4,4] <- 1 - rho - lambda[k,t]
Lambda[k,t,4,5] <- lambda[k,1]

Lambdak,t,5,1] <- 0
Lambda[k,t,5,2] <- 0
Lambdak,t,5,3] <- 0
Lambda[k,t,5,4] <- 0
Lambdak,t,5,5] <- 1

gamma[k,t] <- h[k] * (t-1)
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# Probabilidade marginal da existéncia em cada estado no tempo 1
pi[k,1,1] <- 1-lambda.op ; pi[k,1,2]<-0 ; pi[k,1,3] <-0; pi[k,1,4]<-0; pi[k,1,5] <-
lambda.op

# Probabilidade marginal da existéncia em cada estado no tempo t>1
for(tin 2:N) {
for(sin 1.5) {
pi[k,t,s] <- inprod(pi[k,(t-1),], Lambda[k.t,,s])
}

}
}

# risco de revisdo especifica por idade-sexo
for(k in 1:K) {

logh[k] ~ dnorm(loghO[K], tau)

h[K] <- exp(logh[k])
}

# Calculo damedia e variancia através dos estratos em cada iteracéo
# (Fornece média global e variancia usindo a aproximacao 1)

mean.C <- inprod(p.strata[], C[])
mean.BL <- inprod(p.strata[], BL[])
mean.BQ <- inprod(p.strata[], BQ[])

for(kin 1:12) {
C.dev[K] <- pow(C[Kk]-mean.C, 2)
BL.dev[k] <- pow(BL[k]-mean.BL , 2)
BQ.dev[k] <- pow(BQ[K]-mean.BQ, 2)
}
var.C <- inprod(p.strata[], C.dev[])
var.BL <- inprod(p.strata[], BL.dev[])
var.BQ <- inprod(p.strata[], BQ.dev[])

}

Data

list(N = 60, # Numero de ciclos
K=12, # Numero de estratos por idade-sexo
S=5, # Numero de eastados no modelo de Markov
rho =0.04, # taxa de revisdo

lambda.op = 0.01, # taxa de mortalidade pos operatéria
# risco de revisdo especifica para idade-sexo:
loghO = ¢(-6.119, -6.119, -6.119, -6.438, -6.438, -6.438, -6.377, -6.377, -6.377, -6.725, -

6.725, -6.725),
tau = 25, # varianciainversarefletindo a incerteza aproximadamente o log do

risco derevisdo (= 1/0.2"2)
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CO0 = 4052, # Custo inicial para operacdo priméria
c =¢(0, 5290, 5290, 0, 0), # Custos adicionais associados a cada estado (zero, exceto para
revisdo nos estados 2 e 3)
bl =¢(1,0,1,1,0), # Expectativa de vida associados a cada estado (um, exceto para
morte nos estados 2 e 5)
bg = ¢(0.938, -0.622, -0.3387, 0.938, 0), # QALY s associada apara cada estado
delta.c = 0.06, # Abatimento no custo
delta.b = 0.06, # Abatimento na salide
p.strata = ¢(0.02, 0.03, 0.07, 0.13, 0.10, 0.00, 0.02, 0.04, 0.10, 0.22, 0.26, 0.01), #
distribuicéo por idade-sexo
lambda = structure(.Data = ¢(0.0017, 0.0017, 0.0017, 0.0017, 0.0017, 0.0044, 0.0044,
0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0138,
0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138,
0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379,
0.0379, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.0044,
0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0044, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138,
0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379,
0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0912, 0.0912, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.0138, 0.0138, 0.0138, 0.0138,
0.0138, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379,
0.0379, 0.0379, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0379, 0.0912, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.0912,
0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.0912, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,
0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958, 0.1958,



0.1958, 0.1958, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0028, 0.0028,
0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0081,
0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.0028, 0.0028,
0.0028, 0.0028, 0.0028, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081,
0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081, 0.0081,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.022, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.0578, 0.0578, 0.0578,
0.0578, 0.0578, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503,
0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503, 0.1503
), .Dim=c(12,60))

Resultados

node mean sd MC error 2.5% median97.5% start sample
BL[1] 14.48 0.005166 4.296E-5 1447 14.48 1449 1
BL[2] 12.7 0.003677 3.688E-5 127 127 1271 1
BL[3] 10.34 0.002138 2.199E-5 10.33 10.34 1034 1

10000
10000
10000
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10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000

BL[4] 7.737 7.832E-4 7.842E-6 7735 7.737 7.738
BL[5] 5.405 3.237E-4 2.943E-6 5405 5.405 5.406
BL[6] 4.101 2.136E-4 2.169E-6 4101 4.101 4.102
BL[7] 15.13 0.005161 5.362E-5 1512 15.14 15.14
BL[8] 13.69 0.003836 3.409E-5 1369 13.7 137
BL[9] 11.65 0.002427 2.862E-5 11.64 11.65 11.65
BL[10]9.1  9.526E-4 9.262E-6 9.098 91 9101
BL[11]6.46 4.226E-4 4.001E-6 6.459 6.46 6.461
BL[12]4.988 2.918E-4 2.873E-6 4.988 4.988 4.989
BQ[1] 13.17 0.06027 5.015E-4 13.05 13.17 13.28
BQ[2] 11.59 0.05198 5.214E-4 1148 11.59 11.68
BQ[3] 9.469 0.03841 3.949E-4 9.386 9.472 9.537
BQ[4] 7.157 0.01873 1.875E-4 7.116 7.158 7.189
BQ[5] 5.019 0.009921 9.019E-5 4,997 5.02 5.036
BQ[6] 3.812 0.006748 6.85E-5 3.797 3.813 3.824
BQ[7] 13.82 0.05718 5.931E-4 13.7 13.82 13.92
BQ[8] 12.53 0.05006 4.447E-4 1243 12.53 12.62

BQ[9] 10.69 0.03914 4619E-4 1061 107 10.76 10000
BQ[10]8.43 0.01989 1934E-4 8386 8431 8464 10000
BQ[12]4.64 0007627  7.509E-5  4.623 4.641 4.653 10000
C[1] 5787.0230.8 1.921 5357.05781.0 6259.0 10000
C[2] 5425.0202.1 2.027 5058.05414.0 5850.0 10000
C[3] 4997.0151.6 1.559 4730.04984.0 5324.0 10000
C[4] 4472.074.94 0.75044342.04466.0 4634.0 10000
C[5] 4266.040.06 0.36414198.04263.0 4355.0 10000
C[6] 4196.027.27 0.27684149.04194.0 4257.0 10000
C[7] 5636.0218.0 2261 5230.056310 6079.0 10000
C[8] 5359.01935 1.719 5010.05348.0 5768.0 10000
C[9] 5010.01535 1.812 4734.05002.0 5332.0 10000
C[10] 4493.079.14 0.76914356.04487.0 4666.0 10000
C[11] 4285.043.46 0.41154210.04282.0 4380.0 10000
C[12] 4215.030.63 0.30154162.04212.0 4283.0 10000

mean.BL 8.687 4.508E-4  4.579E-6 8.686 8.687 8.688
mean.BQ 8.015 0.008052  8.236E-5 7.998 8.015 8.03
mean.C 4609.0 31.82 0.3256 4550.04608.04674.0

var.BL 6.714 0.002979 2.954E-5 6.708 6.714 6.72
var.BQ 5.466 0.03819 3.709E-4 5.389 5.467 5.539
var.C 174400.0 28440.0 285.7 124400.0 172500.0 235400.0

10000
10000
10000
10000
10000

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
BQ[11]6.004 0.01083 1.026E-4 598 6.004 6.022 1 10000
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1 10000

Nota: resultados para o painel inferior da Tabela 3 (aproximagdo 1) para custos séo fornecidos
por

m = media posterior para mean.C = 4609

vP1 = variancia posterior paramean.C = 31.82 * 31.82

vH1 = média posterior paravar.C = 174400

'Modelo' para calculara média global (m), var exata para incerteza (VP2) e var exata
para heterogenei dade (VH2) usando aproximagéo 2
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Iteracdo ndo sA0 necessarias - apenas compilar o modelo, ler dados, e iniciar, entdo
usar a ferramenta "node" no menu "info" menu para obter valores para mC, mBL, mBQ,
vP2.C, vP2.BL, vP2.BQ, VH2.C, vH2.BL, vH2.BQ, TC, TBL, TBQ, pcC, pcBL, pcBQ.

model {

# resultado média geral (m)
mC <- inprod(p.strata[], C[])
mBL <- inprod(p.strata[], BL[])
mBQ <- inprod(p.strata[], BQ[])

# variancia exata paraincerteza, vP
for(kin 1:12) {
V C[K] <- sdC[Kk]*sdC[K]
VBL[K] <- sdBL[k]*sdBL[K]
VBQ[K] <- sdBQ[k]*sdBQ[K]
}
vP2.C <- inprod(p.strata[], VC[])
vP2.BL <- inprod(p.strata[], VBL[])
vP2.BQ <- inprod(p.strata[], VBQ[])

# variancia exata para heterogeneidade, vH

for(k in 1:12) { devC[k] <- pow(C[K] - mC, 2) }
VH2.C <- inprod(p.strate[], devCl[])

for(k in 1:12) { devBL[k] <- pow(BL[k] - mBL, 2) }
VH2.BL <- inprod(p.strata[], devBL[])

for(k in 1:12) { devBQ[K] <- pow(BQ[K] - mBQ, 2) }
vH2.BQ <- inprod(p.strata], devBQ[])

# Porcentagem para variancia total exata para heterogeneidade
TC<-vP2.C+VvH2.C

pcC <- vH2.C/TC

TBL <-vP2.BL + vH2.BL

pcBL <- vH2.BL/TBL

TBQ <- vP2.BQ + VH2.BQ

pcBQ <- vH2.BQ/TBQ

Data (médias posteriores desvio padréo posterior para C, BL and BQ executando o modelo 3)

list(

# médias posteriores

BL=c(14.48, 12.7, 10.34, 7.737, 5.405, 4.101, 15.13, 13.69, 11.65, 9.1, 6.46, 4.988),
BQ =¢(13.17, 11.59, 9.469, 7.157, 5.019, 3.812, 13.82, 12.53, 10.69, 8.43, 6.004, 4.64),
C =¢(5787.0, 5425.0, 4997.0, 4472.0, 4266.0, 4196.0, 5636.0, 5359.0, 5010.0, 4493.0,
4285.0, 4215.0),

# desvios padrbes posteriores
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sdBL =
¢(0.005166,0.003677,0.002138,0.0007832,0.0003237,0.0002136,0.005161,0.003836,0.00242
7,0.0009526,0.0004226,0.0002918),

sdBQ =
¢(0.06027,0.05198,0.03841,0.01873,0.009921,0.006748,0.05718,0.05006,0.03914,0.01989,0.
01083,0.007627),

sdC = ¢(230.8, 202.1, 151.6, 74.94, 40.06, 27.27, 218.0, 193.5, 153.5, 79.14, 43.46, 30.63),
p.strata = ¢(0.02, 0.03, 0.07, 0.13, 0.10, 0.00, 0.02, 0.04, 0.10, 0.22, 0.26, 0.01)

# estratos ponderados (prob de reposi¢éo de bacia por idade e sexo)

p.strata = ¢(0.02, 0.03, 0.07, 0.13, 0.10, 0.00, 0.02, 0.04, 0.10, 0.22, 0.26, 0.01)

)

Resultados

mC  4609.03

mBL  8.687390000000001
mBQ  8.01488

VP2.C  11472.793425

VP2.BL  3.3068250474E-6
VP2.BQ  7.493649773900001E-4
VH2.C  163953.4291

VH2BL  6.713258897899999
VH2.BQ  5.464389485600001
TC  175426.222525

TBL  6.713262204725046
TBQ  5.465138850577391
pcC  0.9346004647431485
pcBL  0.999999507419054
pcBQ  0.9998628827193821



