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Arvores de classificacao e regressao
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Métodos baseados em arvores

@ Métodos baseados em arvores (tree based methods) consistem na
particdo do espaco das covaridveis em regides retangulares e no ajuste
de um modelo simples (como uma constante) em cada uma delas.

@ Os métodos baseados em arvores compreendem uma grande variedade
de algoritmos. Vamos nos concentrar, a principio, no método CART
(Classification and regression trees).

@ O termo drvore de regressdo é aplicado ao caso de varidvel resposta
numeérica e o termo drvore de classificacdo para o caso de variavel

resposta categorica.

@ Em ambos os casos, as covaridveis podem ser categoéricas e/ou
numéricas.
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Arvores de classificacao e regressao

@ Dentre os principais atrativos de arvores de classificacdo e regressao,
destacam-se:

o Baseiam-se em um conjunto minimo de pressupostos;

e Servem como alternativa a diversos métodos estatisticos de classificacio
e regressao;

o Permitem lidar com dados de estrutura complexa (elevada dimens3o,
dados ausentes, interacdes de diferentes ordens esntre as covaridveis,

)

e Produzem resultados simples e de facil interpretac3o.
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Arvores de classificacao e regressao

@ Seja y a varidvel resposta e x = (xi, X2, ..., Xp) 0 vetor de covaridveis.
Considere uma amostra de n observacdes de y e x.

@ O método CART inicia com a particido da amostra original em duas,
segundo alguma regra do tipo

xk < c | x> c,

para alguma covaridvel x, numérica e ¢ algum valor amostrado de xk, ou

Xk €A | xk ¢ A,

para uma variavel x categérica e A uma particular categoria (ou um
subconjunto de categorias) de xi.

Cesar Augusto Taconeli [CE092 - Extensdes dos modelos de regressa 02 de outubro, 2017 5 /28



Arvores de classificacao e regressao

@ Uma vez efetuada a particdo, temos o espaco das covariaveis dividido
em duas regides, Ry e R».

@ A variavel responsavel pela particao e o ponto de corte sdo escolhidos
de forma que proporcionem o melhor ajuste possivel para y.

@ Na sequéncia, o processo de particdo é repetido em Ry e em Ry,
novamente buscando a varidvel e respectivo ponto de corte que
proporcionem melhor ajuste.
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Arvores de classificacao e regressao

@ Neste passo, temos quatro regides delimitadas no espaco das
covariaveis: R3 e R4 (formadas a partir de R;); Rs e Rs (formadas a
partir de R»).

@ O processo é repetido sucessivamente. No final, teremos M regides
delimitadas no espaco das covaridveis, que denotaremos por
R, R>, ..., Ru.
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Arvores de classificacao e regressao

@ O resultado da aplicacdo do método CART pode ser representado por
um diagrama contendo as particdes e os grupos constituidos (nds),
que denominamos arvore.
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Arvores de classificacao e regressao

Figura 1: llustrac3o - particGes e arvores de regressdo
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Arvores de classificacao e regressao

@ Podemos ainda expressar o resultado da aplicacdo do algoritmo CART
por meio de um modelo de regressdo na forma:

= f(x Z cml{x € Rm}, (1)

sendo ¢, uma constante ajustada na regido R,, i =1,2,..., M.
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Arvores de regressao - Selecao das particoes

@ Para arvores de regressdo, é usual considerar a soma de quadrados de
residuos como critério de minimizac3o para a particdo das amostras
(nds):

SQR = Z — f (xi))~. (2)
@ Neste caso, temos que a melhor escolha para ¢, em

9 =f(x Z cml{x € Rn}, (3)

é simplesmente a média dos y/s em Rp,:

T Z Yi- (4)

Nm Xi€Rm
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Arvores de regressao - Selecao das particoes

@ Suponha a parti¢do de um né (O) em dois novos nés (L e R) segundo
uma particular regra (varidvel e ponto de corte). A avaliacdo da
particdo se baseia na reducao da soma de quadrados de residuos:

ASQR = SQRo — (%SQRL + ;LZ SQRg), (5)

sendo np, n; e ng os nimeros de observacdes nos respectivos nds.

@ A particdo que produzir menor valor para ASQR deve ser executada.

@ A regra de particao apresentada é aplicada sucessivamente aos nods
originados até atingir algum critério de parada (nimero minimo de
observacdes por né ou nos nés a serem partidos, niimero maximo de
niveis na arvore. .. ).
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Arvores de regressao - O processo de poda

@ Apods obtida uma grande arvore, inicia-se o processo de poda, em que
as particGes sdo sucessivamente desfeitas até voltar a amostra original.

@ O processo de poda baseia-se na seguinte funcdo de
custo-complexidade:
Ra(T) = R(T) + a|T|, (6)

em que T representa uma arvore, | T| o nimero de nés finais
(complexidade) e R(T) a soma de quadrados de residuos da arvore:

M

RT) =3 ”TmsoRm. (7)

m=1
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Arvores de regressao - O processo de poda

@ O pardmetro a na fun¢do de custo-complexidade controla a
complexidade do modelo.

@ Para diferentes valores de o tem-se diferentes arvores minimizando
Ro(T).

@ Tomando a = 0 tem-se como solucdo a maior arvore disponivel (no
podada), uma vez que n3o se penaliza sua complexidade.
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Arvores de regressao - O processo de poda

@ Para a — oo tem-se penalizacdo maxima para a complexidade e a
solucdo é a n3o particao da amostra original.

@ Variando « a partir de zero tem-se uma sequéncia de arvores aninhadas,
cada uma 6tima para seu particular tamanho (nimero de nés finais).

@ E usual representar a funcdo de custo-complexidade por meio de uma
curva (versus a e ou | T|).
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Arvores de regressao - Selecao do modelo

@ Uma vez definida a sequéncia de arvores aninhadas, deve-se identificar,
nessa sequéncia, a arvore 6tima (correspondente a melhor escolha para
Q).

@ Nesta etapa, é comum utilizar validacdo cruzada. Uma descricdo
informal da selecdo por validacdo cruzada é descrita na sequéncia.
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Arvores de regressao - Selecao do modelo

@ Passo 1: Identificacdo de uma sequéncia de valores ay, ap, ..., ak
para « cada qual indicando uma das arvores na sequéncia aninhada
como aquela que minimiza a funcdo de custo-complexidade;

@ Passo 2: Dividir a base de dados em s grupos de tamanho
(aproximado) s/n: Gy, Gy, ..., Gs;

@ Passo 3: Ajustar o modelo a base completa (exceto pelas observacdes
em G;) e determinar Ty, T, ..., Ty;
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Arvores de regressao - Selecao do modelo

@ Passo 4: Calcular a predicdo para cada observag¢do i em G; sob cada
modelo T}, j =1,2,..., k;

@ Passo 5: Calcular a soma de quadrados dos erros de predicdo para o
conjunto de observacdes em G; :

> (i — fiy (xi))?, (8)

i€ Gj

em que IA‘(J-)(-) denota a predicdo sob o modelo ajustado sem as observacdes
em Gj.
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Arvores de regressao - Selecao do modelo

@ Passo 6: Os passos 3, 4 e 5 sdo repetidos para cada um dos demais

grupos G;. Ao término, para cada arvore Ty, Ty, ..., T tem-se a
respectiva soma de quadrados de predicdo obtida por validac3o
cruzada:

SQVC Z Z — f(J) X ) . (9)

J i€gG;

@ Pode-se ent3o selecionar a arvore que produz menor valor de SQVC ou
a menor arvore tal que seu SVQC n3o seja muito maior daquela que
produz SQVC minimo.

@ Na pratica, usa-se a regra do erro padrao, em que se seleciona a menor
arvore tal que seu SQVC ndo exceda o SQVC minimo por mais de um
erro padrdo de SQVC (estimado também na valida¢do cruzada).
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Arvores de classificacao

@ Como dito anteriormente, arvores de classificacdo se aplicam quando a
variavel resposta é categérica (binaria ou politdmica);

@ O algoritmo de arvores de classificacdo é semelhante ao de arvores de
regressao, com algumas adaptacdes.

@ A diferenca mais importante é a troca da soma de quadrados dos
residuos por alguma medida de heterogeneidade mais apropriada para
dados categoricos.

@ Dentre as alternativas, temos os critérios de Gini e da informacao,
conforme apresentados na sequéncia.

Cesar Augusto Taconeli [CE092 - Extensdes dos modelos de regressa 02 de outubro, 2017 20 / 28



Arvores de classificacao

@ Vamos considerar um problema de classificacdo em que a resposta
tenha r categorias, denotadas por 1,2, ... r.

@ Considere uma amostra (ou um nd) e pi, p2, ..., pr as proporcdes com
que cada categoria é observada.

@ A medida de informac&o (ou entropia) é definida por:
Inf = =2 x Zp, In(pr) (10)
I=1
@ A medida de Gini é definida por:
r
Gini=1-_pj. (11)
=1
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Arvores de classificacao

@ Para o caso de duas categorias, em que as proporcoes de casos em
cada uma delas sdo p e 1 — p, as medidas de Informacdo e de Gini
ficam dadas por:

Inf = —pIn(p) — (1 —p)In(1 - p) (12)

Gini=1—p?—(1—p)?=2p(1—p). (13)

@ A Figura 1 apresenta o comportamento das medidas de informacdo e
Gini para o caso de duas categorias.
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Arvores de classificacao
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Figura 2: Comparacdo dos critérios de informacdo e de Gini para r=2 grupos
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Arvores de classificacao

@ Como pode ser observado na Figura 1, ambas as medidas s3o
minimizadas quando os individuos da amostra pertencem a um mesmo
grupo (p; — 1, para algum /) e maximizadas quando as proporcdes sdo
iguais nas diferentes categorias (p1 = p2 = ... = py).

@ Suponha a parti¢do de um né (O) em dois novos nés (L e R) segundo
uma particular regra (varidvel e ponto de corte). A avaliacdo da
particdo se baseia na reducao da medida de impureza:

Almp = Impo — (’%/mPL + %/mPR), (14)

em que Imp denota, genericamente, a medida de informac3o, de Gini ou
qualquer outra medida de impureza.
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Arvores de classificacao

@ Em éarvores de classificacdo é comum classificar as observacdes em um
né m pela categoria mais frequente:

Cm = argmaxpim, (15)
i

em que Py, representa a proporcio de individuos da categoria / em m,
I1=1,2,..,r.

@ O ajuste da arvore de classificacdo segue os mesmos passos de uma
arvore de regressao, com o ajuste de uma grande arvore, poda e
selecdo da arvore por validacdo cruzada.
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Incorporando perdas
@ Em problemas de classificacdo, pode ocorrer que o custo de
classificacao incorreta ndo seja o mesmo para todas as categorias da

resposta.

@ Vamos admitir, novamente, um problema de classificacdo com r
categorias (grupos).

@ Considere L(/,I") o custo (perda) em classificar um individuo da
categoria / na categoria /’. Obviamente, L(/,/) = 0.

@ Uma maneira de incorporar os custos de ma-classificacdo baseia-se na
minimizacdo do critério de Gini generalizado, definido por:

Gini* = ZZL(/, //)p//p/. (16)
rr
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Incorporando perdas

@ Para o caso de r = 2 grupos, o critério de Gini generalizado n3o se
aplica, uma vez que o coeficiente associado a pyp; serd o mesmo,
L(L 1)+ L(I D:

Gini* = L(1,2)p1p2 + L(2,1)p2p1 = [L(1,2) + L(2,1)]p1p2, (17)

de forma que os custos simplesmente serdo ignorados (tanto faz se L(1,2) >
L(2,1) ou o contrario).

@ Uma alternativa ao uso do crtitério de Gini generalizado, que funciona
para r = 2, é incorporar pesos a priori (ver Therneau et al, 2017).
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Algumas notas sobre arvores de classificacao e
regressao

@ O algoritmo tende a favorecer (proporcionar particdes) covariaveis
numéricas ou categéricas com grande nimero de categorias, uma vez
que essas oferecem maior nimero de particbes possiveis;

@ Na presenca de dados missing, o algoritmo usa os chamados surrogate
splits (ou particdes substitutas), buscando, dentre as demais
covariaveis, a particido com maior nivel de concordancia em relacdo
aquela para a qual n3o se dispGe dos dados.

@ Arvores de classificacdo e regressdo sdo altamente instaveis. Pequenas
mudancas nos dados podem gerar ajustes consideravelmente diferentes.
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