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Variaveis aleatorias e
distribuicoes de probabilidade

Variavel aleatdria € um funcao X
que associa a cada evento do

espaco amostral um valor numérico
X(w)EeR

Distribuicao de probabilidade
associa a cada valor de uma v.a.
uma probabilidade




Experimento: Lancamento
de duas moedas

X=nUumero de caras (C)

Q={RR,CR,RC,C(C}

| 7

X={0,1,2)

P(X=0)=1/4 P(X=1)=1/2 P(X=2)=1/4



Variaveis aleatorias

Uma variavel aleatdria pode ser classificada como discreta
ou continua, dependendo do dominio dos valores de X.

Exemplo:

o nUmero de alunos em uma sala é uma variavel aleatoéria
discreta, denotada por X (maiusculo).

Uma observacao dessa variavel € denotada pela respectiva
letra minuscula, e.g. x=50 alunos

Em geral, denotamos a probabilidade de uma v.a. X
assumir determinado valor x como P(x) ou P(X=x)



Distribuicoes de
probabilidade

Denomina-se de distribuicao de probabilidade de
alguma variavel aleatoria, a regra geral que define a

funcao de probabilidade (fp) (V.A.s discretas)

funcao densidade de probabilidade (fdp) (V.A.s
continuas)

Existem muitas distribuicoes de probabilidade, mas
algumas merecem destaque por sua importancia
pratica



Variavel aleatoria discreta

Uma V.A. é classificada como discreta se assume
somente um conjunto enumeravel (finito ou
Infinito) de valores.

Exemplos:
* NUmero de caras ao lancar 3 moedas

* NUmero de chamadas telefénicas que chegam a
uma central em 1 hora

* NUmero de votos recebidos
* Aprovacao no vestibular
* Grau de queimadura na pele



Variaveis aleatorias
discretas

A funcao que atribui a cada valor da variavel aleatoéria
sua probabilidade é denominada funcao discreta de
probabilidade ou funcao de probabilidade, isto é:

P(X =Xx) =p(x) =p;,i1=1, 2, ...
com as seguintes propriedades:

1) A probabilidade de cada valor deve estarentre0 e 1
O=spx)=1,Vi=1,2,...
ii) A soma de todas as probabilidades € igual a 1

2 p(x) =1



Experimento: Lancamento
de duas moedas

Podemos montar uma tabela de Freq
distribuicao de frequéncia para Relativa
a variavel aleatéria (fr)

1/4
X = numero de caras (C) 2/4

1/4

Assim podemos associar a cada
valor de X sua probabilidade L
correspondente, como resultado
das frequéncias relativas

P(X=0) =1/4
P(X=1) =2/4 =1/2
P(X=2)=1/4




Variaveis aleatorias
discretas

Dessa forma, a distribuicao
de probabilidade da
variavel aleatoria

X = numero de caras (C) é:

Repare que as propriedades da funcao de
probabilidade estao satisfeitas:

1) As probabilidades estao entre 0 e 1
i) A soma de todas as probabilidades é 1



Variaveis aleatorias
discretas

Dessa forma, a distribuicao
de probabilidade da
variavel aleatoria

X = numero de caras (C) é:

Repare que as propriedades da funcao de probabilidade estao

satisfeitas:
1) As probabilidades estao entre 0 e 1

ii) A soma de todas as probabilidades é 1

Qual seria a média desta variavel aleatoria X?



Esperanca

O valor esperado, ou média, ou esperanca matematica é
uma quantidade utilizada como resumo do
comportamento de uma V.A.

A esperanca de uma V.A. X é obtida multiplicando-se cada
valor de X = x;, por sua probabilidade P[X = x,], e
somando os produtos resultantes

E(X) = ) x; - P[X = x]

A esperanca é o valor médio que esperariamos obter
caso o experimento fosse repetido varias vezes.



Esperanca

Exemplo: Um pediatra de um hospital publico constatou
que das criancas internadas durante um ano:

20% nao internaram por infeccao da faringe,

45% tiveram um internamento por infeccao da faringe,
25% tiveram dois internamentos por infeccao da faringe,
9% tiveram trés internamentos por infeccao da faringe e
1% tiveram quatro internamentos por infeccao da faringe.
Seja X=nuUmero de internamentos por infeccao da faringe
A funcao de probabilidade para X é:

No exemplo temos: 0,20 + 0,45 + 0,25 + 0,09 + 0,01 = 1.

Qual é o numero esperado de internamentos por
infeccao da faringe por ano?




Esperanca

Qual é o numero
esperado de
internamentos por
infeccao da faringe
por ano?

=0-0,20+1-0,45+2"0,25+
3:0,09+4-0,01
=1,26




Variancia

A variancia, como ja vimos, mede o grau de
dispersao dos valores de uma variavel aleatoria
em torno da sua média ou esperanca E(X).

A forma geral para o calculo é
Var(X)=%(x. — E(X))? - P[X=x]
Ou alternativamente
Var(X)=E(X?) — E(X)?
em que
E(X?)=3x2? - P[X=x]



Variancia

E(X)=1,26
E(X2)=5,52
Var(X)=E(X2)—E(X)2
=5,52-(1,26)2
=3,93
DP(X)=v3,93=1,98




Exercicio

As probabilidades de um corretor de imoveis vender uma sala
comercial com lucro de R$ 3500,00, de R$ 2500,00, R$ 800,00
ou com um prejuizo de R$ 500,00 sao 0,33, 0,35, 0,22 e 0,10,
respectivamente.

Qual é o lucro esperado do corretor de imoveis?



Exercicio

As probabilidades de um corretor de imdveis vender salas
comerciais com lucro de R$ 3500,00, de R$ 2500,00, R$
800,00 ou com prejuizo de R$ 500,00 sao 0,33, 0,35,
0,22 e 0,10, respectivamente.

Qual é o lucro esperado do corretor de imoéveis?

E(X)=3500%0,33+2500%0,35+800%0,22-500%0,10=2156,00



Exercicio

As probabilidades de um corretor de iméveis vender salas
comerciais com lucro de R$ 3500,00, de R$ 2500,00, R$
800,00 ou com prejuizo de R$ 500,00 sao 0,33, 0,35,
0,22 e 0,10, respectivamente.

Qual é o lucro esperado do corretor de imoéveis?

3500 2500 800 -500

P(x) 0,33 0,35 0,22 0,10

E(X)=3500%0,33+2500%0,35+800%0,22-500%0,10=2156,00
E(X?#)=3500°%0,33+2500°%0,35+800°%0,22+(-500)*x0,10= 6395800

Var(X)=E(X?)-E(X)’=1747464  DP(X)=1321,90



Distribuicoes de Probabilidade



Exemplo: Eficacia de
medicamento

Uma industria farmacéutica afirma que um
certo medicamento alivia os sintomas de
angina pectoris em 80% dos pacientes.

Vocé prescreve este medicamento a 5 dos
seus pacientes com angina mas somente 2
(40%) relatam alivio dos sintomas.

Se a afirmacao do fabricante for verdadeira, é
possivel obter resultados tao ruins ou ainda
piores do que 0s que vocé observou?



Exemplo: Eficacia de
medicamento (cont.)

Assume-se que:

A: alivio dos sintomas
Afirmacao fabricante verdadeira: P(A)=0,8

X: no pacientes que relatam alivio dos
sintomas dentre 5 pacientes

Queremos saber:
P(X<2)=P(X=2)+P(X=1)+P(X=0)



Exemplo: Eficacia de
medicamento (cont.)

2 AANNN  P(AANNN)=P(A)P(A)P(N)P(N)P(N)

Supondo independéncia entre 0s pacientes



Exemplo: Eficacia de
medicamento (cont.)

|2 AANNN  08x08x02x02x02=08x02
2 ANANN  08x02x08x02x02=08x02
2 ANNAN  08x02x02x08x02=08x02
|2 ANNNA  08x02x02x02x08=08x02

|2 NAANN  02x08X08x02x02=08x02
|2 NANAN  02x08x02x08x02=08x02
|2 NANNA  02x08x02x02x08=08x02
|2 NNAAN  02x02X08X08x02=08x02
|2 NNANA  02x02x08x02x08=08x02
|2 NNNAA_ 02x0.2x0.2x08x08=08x02

Sequéncias
possiveis




Exemplo: Eficacia de
medicamento (cont.)

|2 AANNN  08x08x02x02x02=08x02
|2 ANANN  08x02X08x02x02=08x02
2 ANNAN  08x02x02x08X02=08x02
2 ANNNA  08X02x02x02X08=08x02
|2 NAANN  02x08X08x02x02=08x02

Sequéncias
possiveis

|2 NANAN  02x08x02x08x02=08x02
|2 NANNA  02x08x02x02x08=08x02
2 NNAAN  02x02X08X08x02=08x02
2 NNANA  02x02x08x02x08=08x02

nm 0,2x02x02x08x0,8=0,8x0,23
_ 10x0.8°x0.22=00514




Exemplo: Eficacia de
medicamento (cont.)

p(Sequéncia
1 ANNNN | 0:8x0,2x02x0,2x0.2 = 0,8 x 0,24

1 NNANN | 02x02x08x02x02=08x02 [l possiveis
|1 NNNAN | 02x02x02x08X02=08x02

1 NNNNA | 02X02x02x02X08=08X02" |

5 % 0,8" x 0,2° = 0,0064




Exemplo: Eficacia de
medicamento (cont.)

p(Sequéncia
1 ANNNN | 0:8x0,2x02x0,2x0.2 = 0,8 x 0,24

1 NNANN | 02x02x0,8x0,2x0.2 = 0,8 0,2 possiveis
1 NNNAN | 02x0.2x02x0,8x0.2 = 0,8 x 0,2

m 0,2x0,2x0,2x0,2x0,8=0,8!x0,24

P(X=1) 5x 0,8t x 0,2* = 0,0064
02%x02%x02%x02x%x02=0,8°x0,25
P(X=0) 1x 0,8° x 0,2° = 0,00032




Exemplo: Eficacia de
medicamento (cont.)

Sequéncia P(Sequéncia)
ANNNN 0,8x0,2x0,2x0,2x0,2=0,8x 0,24
NANNN 0,2x0,8x0,2x0,2x0,2=0,8!x 0,2 SeenEncks
NNANN 0,2x0,2x0,8x0,2x0,2=0,8!x 0,24 possiveis
NNNAN 0,2x0,2x0,2x0,8x0,2=0,8!x 0,24
NNNNA 0,2x0,2x0,2x0,2x0,8=0,8x 0,24
P(X=1) 5x 0,8 x 0,2* = 0,0064
NNNNN 0,2x0,2x0,2x0,2x0,2=0,8°x 0,25
P(X=0) 1x 0,8° x 0,25 = 0,00032

P(X<2)=0,0514+0,0064+0,00032=0,05812




Exemplo: Eficacia de
medicamento (cont.)

Se a afirmacao do fabricante for
verdadeira, a chance de se obter
resultados tao ruins ou ainda piores
do que os observados é de 5,8%.

CONCLUSAOQ?



Distribuicao Binomial

N: N0. ensalos (independentes)
X: N0O. SUCesso0s N0sS N ensaios
P: prob. sucesso num ensaio

P(X=0)+P(X=1)+...+P(X=n)=1




Distribuicao
binomial(5,0.8)

Se n=5 pacientes usarem o
medicamento e a prob.
alivio dos sintomas for

p=0,8
1

A cada 5 pacientes espera-
se em meédia nxp=4
pacientes com alivio dos
sintomas

P(X=0)+P(X=1)+..+P(X=5)=1




Distribuicao
binomial(5,0.8)

Se n=5 pacientes usarem o
medicamento e a prob.
alivio dos sintomas for
p=0,8

! |

A cada 5 pacientes espera-
se em meédia nxp=4
pacientes com alivio dos
sintomas

A variancia sera

nxpx(1-p)=0,8

P(X=0)+P(X=1)+..+P(X=5)=1




Calculadora

http://onlinestatbook.com/2/java/binomialProb.htmi


http://onlinestatbook.com/2/java/binomialProb.html

Exercicio

Num municipio, ha uma probabilidade de
0,70 de uma empresa de materiais
reciclaveis ter seguro contra incéndio;
qual a probabilidade de que, dentre
CINCO empresas:

a) Nenhuma tenha seguro contra incéndio?

b) Exatamente quatro tenham seguro
contra incéndio?



Exercicio

Num municipio, ha uma probabilidade de 0,70 de uma
empresa de materiais reciclaveis ter seguro contra incéndio;
qual a probabilidade de que, dentre cinco empresas:

X=numero de empresas que tem seguro contra
incendio

p=Probabilidade de uma empresa ter seguro=0,70
n=5 empresas

a) Nenhuma tenha seguro contra incéndio? P(X=0)
b) Exatamente quatro tenham seguro contra incéndio? P(X=4)



Exercicio

Sabe-se que 5% das valvulas fabricadas
em uma industria sao defeituosas.

Em lotes de 20 valvulas, sao esperadas
guantas valvulas defeituosas?

Com qual desvio-padrao?



Variavel aleatoria continua

Uma V.A. é classificada como continua se assume
valores em qualquer intervalo dos niumeros reais.

Exemplos:

* Peso de animais

*Tempo de vida de uma pessoa
 Temperatura em uma hora especifica do dia
*Salinidade da agua do mar

* Retorno financeiro de um investimento



Variavel aleatoria continua

Atribuimos probabilidades a
intervalos de valores, por meio de
uma funcao

As probabilidades sao representadas
poOr areas

Nao podemos atribuir probabilidades
a Valores especificos: P(X=x)=0



Variavel aleatoria continua

A funcao densidade de probabilidade (fdp)
atribui probabilidades a intervalos de
valores do tipo [a, b], e é definida por

com as seguintes propriedades
i) E uma func&o ndo negativa: f(x) = 0
ii) A area total sob a curva deve serigual a 1



Variavel aleatoria continua

P[X = x] = 0, entao
Pla<X=<b]=Pla<X=b]=Plas=X<b]=Pla<X< b]

* Qualquer funcao que seja nao negativa e
Cuja area total sob a curva seja igual a 1
caracterizara uma VA continua

 f(x) nao representa a probabilidade de
ocorréncia de um evento

* A area sob a curva entre dois pontos é que
fornecera a probabilidade



Esperanca

A esperanca de uma V.A. continua tem
0 mesmo sentido e interpretacao da
esperanca de uma V.A. discreta: é a
meédia ou valor esperado da V.A.

A esperanca € obtida através da
integral do produto de x com a funcao
f(x):

E(X) =f x - f (x)dx



Variancia

A variancia, mede o grau de dispersao
dos valores de uma variavel aleatoria
em torno da média ou esperanca E(X).

A forma geral para o calculo em V.A.s
continuas é

Var(X)=E[(X—E(X —I[x—E 2 f(x)dx=E(X2)—E(X)2
em que E(X2) Ixz



Distribuicoes continuas de
probabilidade

Existem diversos modelos continuos
de probabilidade.

Um dos mais importantes, tanto do
ponto de vista tedrico qguanto
pratico, é a distribuicao normal.
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Distribuicao Normal

Diversas variaveis continuas tais como,
altura, peso, niveis de colesterol, pressao
arterial, medidas de testes psicoldgicos,
podem ser descritas pela distribuicao normal

Formato da curva definido por 2 parametros:
0] 0

Média

Desvio-padrao

(Centro)

(Espalhamento)



Equacao:




Frequencia

Amostra de 100 recém-nascidos com
peso<1500g em Boston, Massachusetts

Recém-nascidos com peso < 1500g Recém-nascidos com peso < 1500g

Frequencia
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ldade Gestacional (semanas) Pressao sanguinea sistolica



Amostra de 100 recém-nascidos com
peso<1500g em Boston, Massachusetts

Recém-nascidos com peso < 1500g Recém-nascidos com peso < 1500g

Frequencia
Frequencia

| I I | I I ; |
22 24 26 28 30 32 40 60

ldade Gestacional (semanas) Pressao sanguinea sistolica




Exemplo: peso de recém-
nascidos

Peso~N(2800,500)
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Exemplo: peso de recém-
nascidos

P(2300<Peso0<3300)="7

N(2800,500)
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Exemplo: peso de recém-
nascidos

P(2300<Pes0<3300)=?

N(2800,500)

=
=
1
= o)
=
<
$»
i)
=
<
$»
=¥
=
<
1
ol
=
—
_|_
1y
-

2000 3000

peso (g)




Exemplo: peso de recém-
nascidos

P(2300<Pes0<3300)="?

N(2800,500)
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Equacao:




Exemplo: peso de recém-
nascidos

P(2300<Pes0<3300)=68,3%

N(2800,500)
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Exemplo: peso de recém-
nascidos

P(1800<Pes0<3800)=95,4%

N(2800,500)




Exemplo: peso de recém-
nascidos

P(peso0<1500)="

N(2800,500) N\
I I"II'I




Exemplo: peso de recém-
nascidos

P(2550<Pes0<3450)="7

N(2800,500)




Exemplo: peso de recém-
nascidos

P(a<Peso<b)=90%
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Padronizacao

X~N(p,o0) é transformada numa
forma padronizada Z~N(0,1)




f(peso)
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Exemplo: peso de recém-
nascidos

P(2550<Pes0<3450)=A P(-0,5<Z<1,3)=A=0,59

N(2800,500)
N(0,1)

T
2000 3000




Exemplo: peso de recém-
nascidos

P(z1<Z<22)=90%
P(a<Peso<b)=90% s

N(2800,500)

o
w
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Oe+00 2e-04 4e-04 6e-04 Be-04

1000 2000 3000

peso (g)




Exemplo: PAS

Suponha que a pressao arterial sistolica
de pessoas jovens saudaveis seja
N(120,10)

Qual é o percentual dessas pessoas com pressao
sistélica acima de 140mmHQg?

Qual é o intervalo simétrico em torno da média
que engloba 90% dos valores das pressoes
sistélicas de pessoas jovens e saudaveis?



f(pas)

0.01 0.02 0.03 0.04

0.00

N(120,10)

160

N(120,10)




Calculadora

http://onlinestatbook.com/2/calculators/normal.html



Exercicio

Supondo que o coeficiente de inteligéncia (Ql) de pessoas
saudaveis segue uma distribuicao Normal e que o QI médio
seja 100, com desvio-padrao 15.

*Qual é a probabilidade de uma pessoa dessa populacao ter QI
acima de 1307

*Qual é a probabilidade de uma pessoa dessa populacao ter QI
entre 90 e 1107

*Se quisermos definir um ponto de corte para o QI que deixa
somente 1% das pessoas dessa populacao acima desse
valor, qual seria?

*Qual seria a faixa de referéncia de 95% para QI nessa
populacao?
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