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Definicao

(]

Vetores sdo grandezas (matematicas ou fisicas) com médulo e direc3o.
Notacdes usuais: V e v.
o Um vetor é escrito listando seus componentes em uma linha ou coluna.

(]

v=[v v, V] ou v=l|y

(]

Vetor pode ser representado por v;, onde i = 1,2, 3.

@ Moddulo de um vetor é o seu comprimento
lv| = /vZ+ v}? + v2.
@ Vetor unitdrio v =

§'<
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Vetores

o Em situacdes fisicas os vetores s3o restritos a trés dimensses.
o A idéia pode ser generalizada.
@ Um vetor é uma lista de n ndmeros (elementos ou componentes)
escritos em linha ou coluna.
Vi
v=[vi ... v, ou v=

Vn

@ Um elemento de um vetor é chamado v;, onde o subscrito denota a
posicdo do elemento na linha ou coluna.

o Elementos em linha vetor linha.

o Elementos em coluna vetor coluna.
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OperacGes com vetores

@ Dois vetores sdo iguais se tem o mesmo tamanho e se todos os seus
elementos em posicdes equivalentes sdo iguais.

o Nem todas as operacdes fundamentais em matematica sdo definidas
para vetores.

o Vetores podem ser somados, subtraidos e multiplicados (de certa
forma).

@ Vetores n3o podem ser divididos.

o Existem operacdes especiais para vetores, como produto interno e
cruzado.
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OperacGes com vetores

@ Dois vetores podem ser somados ou subtraidos apenas se forem do
mesmo tipo e do mesmo tamanho.
@ Sejam dois vetores x e y adequados e o um escalar, as seguintes
operacoes sdo bem definidas.
o Somax+y=[x+y]=[+Y, X + Vn]
o Subtragdo x —y =[x; —yi] = [x1 — Y1, -+ s Xn — ¥nl.
o Multiplicacdo por escalar ax = [axi, ..., axy].
o Transposta de um vetor: A operacdo transposta transforma um vetor
coluna em um vetor linha e vice-versa. Por exemplo,

X1
xX=[x1 ... X x =

Xn
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Multiplicacdo de dois vetores

[~]

Produto interno ou escalar — resulta um escalar (niimero), i.e.

Xy =[xy +xoy2 + ...+ Xnynl-

(~]

Dependéncia e independéncia linear de um conjunto de vetores.
Diz-se que um conjunto de vetores é linearmente independente se

(]

aivi +arvo +...apvy, =0

é satisfeita se e somentese a1 = ap = ... = a, = 0.
@ Do contrério, diz-se que os vetores sao linearmente dependentes.
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Operacbes com vetores em R

o Todas as operacdes sdo trivialmente definidas em R.

# Definindo vetores
x <- c(4,5,6)

y <- c(1,2,3)

# Soma

X +y

#[11 5679

# Subtragdo
2=y

# [1]1 333
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Operacbes com vetores em R

# Multiplicagdo por escalar
alpha = 10
alpha*x

# [1] 40 50 60

alpha*y

# [1]1 10 20 30

# Produto interno

Xh*hy
# [,1]
# [1,] 32
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Cuidado com a lei da reciclagem!!

@ O R usa a lei da reciclagem o que pode trazer resultados inesperado
quando fazendo operacGes em vetores.

# Definindo vetores de tamanhos diferentes

x <- c(4,5,6,5,6)

y <- c(1,2,3) # Note que o 1 e 2 de y foram reciclados
# Soma

X +y

+*

Warning in x + y: longer object length is not a multiple of shorter object
length

H*

#[11 579638
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Cuidado!!

o Cuidado com o operador * quando trabalhando com vetores a
multiplicacdo é feita usando o operador % * %.

x <- c(4,5,6)
y <- c(1,2,3)
x*y # Ndo é o produto escalar

# [11 4 10 18

x%*hy # Produto escalar

# [,1]
# [1,] 32
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Matrizes

o Uma matriz é um arranjo retangular de nimeros.
@ O tamanho de uma matriz refere-se ao seu nimero de linhas e colunas.
e Uma matrix (m x n) tem m linhas e n colunas:

d11 412 ... din

a a . a
A — 21 22 2n

dmi .-+ .- dmn

@ Um vetor linha é uma matriz com uma linha e véarias colunas.
@ Um vetor coluna é uma matriz com uma coluna e vérias linhas.
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Operacbes com matrizes

o Multiplicacao por um escalar

adi; «ai2 ... Qain

aax aaxp - aar,
alA =

ami ce ... (xamnp
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Soma e subtracdo de duas matrizes

@ Duas matrizes podem ser somadas ou subtraidas somente se tiverem o
mesmo tamanho.
o A soma ou subtragdo de duas matrizes A e B ambas (m x n) é uma
matriz C cujos elementos sdo dados por:
Q Soma ¢ = aj; + bj.
Q Subtragdo ¢ = aj; — bj;.

o Exemplo
10 20 11 22

1 2
3 4|+ |30 40| = |33 44
5 6 50 60 55 66
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Transposta de uma matriz

o Operacdo de transposicdo rearranja uma matriz de forma que suas
linhas s3o transformadas em colunas e vice-versa.

o1 w e
o BN
Il
Lol
N~
~w
o o
| S
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Multiplicacdo de matrizes

o Multiplicacdo C = AB é definida apenas quando o niimero de colunas
de A é igual ao nimero de linhas de B.
o C = A B.

mxn mxqqgxn
o Cada elemento ¢;; = Zzzl ajkbyj.
o Exemplo,

2 -1 [4 91—3}_

8 3
67—5246

(2:4+-1--5) (2:9+-1-2) (2-1+-1-4) (2--3+-1-6)

(8-4+3--5) (8:9+3-2) (8-1+3-4) (8--3+3.6) |=

(6-4+7--5) (6-9+7-2) (6-1+7-4) (6-—3+7-6)
13 16 -2 —12

17 78 20 -6
—11 68 34 24
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Matrizes especiais

o Matriz quadrada: mesmo nimero de linhas e colunas.

a1 ar a3 a4
A— a1 a2 a3z a4
a31 a3 a3 a4
d41 442 43 Ada4
Elementos aj; sdo elementos diagonais.
Elementos aj; para i # j sdo elementos fora da diagonal.
Elementos aj; para j > i sao elementos acima da diagonal.

Elementos aj; para i > j sao elementos abaixo da diagonal.
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Matrizes especiais

o Matriz diagonal

aiz 0 0 O

i 0 dno 0 0

D= 0 0 as3 0
0 0 0 dq4

411 412 4d13 a4
0 ax» a3 axu
0 0 a3z amn
0 0 0 daa

LEG/DEST/UFPR Matematica para Estatisticos 19 / 39



Matrizes especiais

o Matriz triangular inferior

all 0 0 0
a1 ax» 0 O
a1 ax ax 0
d41 842 A43 A4

o Matriz identidade

O O O
O O = O
O = O O
= O O O
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Matrizes especiais

o Matriz zero

0 00O
0 00O
A_0000
0 00O

@ Matriz simétrica é quadrada na qual a;; = aj;.

1 08 06 04
08 1 02 04
06 02 1 0.1
04 04 01 1

A =
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Inversa de uma matriz

(7]

Divisdo é uma importante operacdo n3o definida para matrizes.

A inversa serve a um propdsito equivalente.

Uma matriz quadrada pode ser invertida desde que exista uma matriz
B de mesmo tamanho tal que AB = 1.

A matrix B é chamada inversa de A e denotada por A~

Resumindo,

® ©

© ©

AA~l =1

Inversas sdo fundamentais em Estatistica.

Em geral n3o calculamos explicitamente.

S30 extremamentes caras computacionalmente.

Vamos ver como obter a inversa na aula sobre métodos numéricos.

e 6 6 ©
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Determinante de uma matriz

o O determinante é um nimero e definido apenas para matrizes
quadradas.

Fundamental para o célculo da inversa.

Fornece informacdes sobre a existéncia ou n3o de solucdes para um
conjunto de equacdes simultaneas (lembre-se regress3o linear).
Dificil de obter para matrizes maiores que (3 x 3).

e o

(]
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Determinante de uma matriz

o Formalmente o determinante de uma matriz A é o nimero

det(A) = Z(—l)kaljlagjz, -y 8njps
J

onde a soma é realizada para todas as n! permutacGes de grau ne k é
o nimero de mudancas necessérias para que os segundos subscritos
sejam colocados na ordem 1,2,...,n.

o Exemplo,

det(A) = det ) (—1)0311322 + (—1)1312321.
ap1 a2
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Propriedades de matrizes

@ Sendo A, B e C matrizes adequadas as seguintes propriedades sdo
vélidas.

O A+rB=B+A

QO (A+B)+C=A+(B+CQ).
Q a(A+B)=aA+aB.

Q (a+ B)A =aA + SA.

@ Sendo A e B quadradas em geral AB # BA.

O (A+B)C=AC+BC.

Q@ A(B+C)=AB+AC.

Q a(AB) = (aA)B = A(aB).
0 (AB)" BTAT.

O (A" =
( 1)—1 A
Q (AB)!=BlAL
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Matrizes em R

@ Iniciando matrizes em R.

Definindo duas matrizes
<- matrix(c(2,5,6,-1,3,1), ncol = 2, nrow = 3)
<- matrix(c(1,-5,3,3,2,7), ncol = 2, nrow = 3)

=W R

[,11 [,2]
[1,] 2 -1
[2,] 5 3
[3,1] 6 1

H* H H

>

W

[,11 [,2]
[1,] 1 3
2,1 -5 2
[3,] 3 7

H* B H H
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Operacbes com matrizes em R

o OperacGes basicas com matrizes.

# Tamanho

dim(A)

# [11 3 2

# Soma

A+ B

# [,11 [,2]
# [1,] 3 2
# [2,] 0 5
# [3,] 9 8
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Operacbes com matrizes em R

# Subtracdo
A-B

[,1]
1

L

1,]
2,1 10
3,]

[,2]
-4
1

# Multiplicagdo por escalar

alpha = 10
alpha*A

# (.11 [,2]
# [1,] 20 -10
# [2,] 50 30
# [3,] 60 10
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28 / 39



Operacbes com matrizes em R

o Multiplicagdo matricial

# AJ*JB # Matrices ndo compativeis
A <- matrix(c(2,8,6,-1,3,7),3,2)
B <- matrix(c(4,-5,9,2,1,4,-3,6),2,4)

A%*%B

# [,11 [,2]1 [,3] [,4]
# [1,] 13 16 -2 -12
# [2,] 17 78 20 -6
# [3,] -11 68 34 24

# BJ*J/A
# Error in B J*) A : non-conformable arguments
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Determinante

o Determinante

# Matriz quadrada

A <- matrix(c(1,0.8,0.8,1),2,2)
# Determinante de A

det (A)

# [1] 0.36
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Inversa

# Inversa de A
inv_A <- solve(A)

inv_A

# [,1] [,2]
# [1,] 2.777778 -2.222222
# [2,] -2.222222 2.777778

A%*%inv_A # Matriz identidade

# [,11 [,2]
# [1,] 1 0
# [2,] 0 1
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Exemplo: Regressao Linear simples e miiltipla

Sumirio

© Exemplo: Regressio Linear simples e miiltipla

LEG/DEST/UFPR Matematica para Estatisticos 32 /39



Exemplo: Regressao Linear simples e miiltipla

Exemplo: Regressdo Linear (formulagido matematica)

@ Sejam y;(i =1,...,n) observacdes de alguma varidvel de interesse.
@ Seja x; uma outra variavel que queremos relacionar com y; através de
uma reta, i.e.

yi = Bo + Bixi.
o Problema: Encontrar Bo e Bl tal que

n

SQ = f(Bo, B1) = >_(vi — (Bo + f1x)))?,

i=1

seja a menor possivel.
@ Processo extremamente tedioso.
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Exemplo: Regressao Linear simples e miiltipla

Exemplo: Regressdo Linear (formulagdo estatistica)

o Seja Yi ~ N(uj,0?).
@ Seja x; uma covariavel (conhecida) que queremos relacionar com a
E(Y;) através de uma reta. i.e.

E(Y:) = Bo + Pixi.

o Note que neste caso u; = Bo + [1x;.

o Sejam y;(i =1,...,n) observacSes da varidvel aleatéria de interesse.
o Problema: Estimar os pardmetros g, $1 e o da distribuic3o da v.a Y.
@ Solucdo: Método de Maxima Verossimilhanca.

o Resolucao no quadro.
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Exemplo: Regressao Linear simples e miiltipla

Regressao linear miultipla

@ Suponha que ao invés de uma (nica x; temos um vetor de dimens3o p
possivelmente grande.
@ O modelo fica dado por

yi = Bo + Bixi1 + Paxio + ... BpXip-

o Como temos i = 1,..., n observacGes, temos

y1 = Bo + Bix11 + Boxia + ... Bpx1p
y2 = Bo + Bixo1 + Baxaz + ... Bpx2p

Yn = Bo + Bixn1 + BaXn2 + ... BpXnp
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Exemplo: Regressao Linear simples e miiltipla

Regressao linear miultipla

o Matricialmente, temos

vi 1 x11 ... Xp1 Bo
¥ 1 X12 ... Xp1 ]

Bp
Yn 1 Xin ... Xpn px1
nx1 nxp

o Usando uma notacdo mais compacta,

=X

nx1 NXPpx1
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Exemplo: Regressao Linear simples e miiltipla

Regressdo linear mdltipla (formulagdo matematica)

o Objetivo: Encontrar o vetor 3, tal que

SQ(B) = (y — XB) " (y — XB),

seja a menor possivel.
o Derivando em 3, temos

asao;ﬂ) - %(y—xzaf(y—xm

F) - + 8
- %((y—xm ) &0 = XB) + (v — XB) 550 X8)
= X' (y=XB)+(y-XB) " (-X)
= 2T (y-x8).

@ Resolvendo o sistema,
x"(y-xB) = 0
XxTy—x"xg = o
x"™xg = x'y
B = x'x)7xTy
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Exemplo: Regressao Linear simples e miiltipla

Regressdo linear mdltipla (formulacdo estatistica)

Y ~ MN(p, X).

Neste caso, u = XBeX =0
Vetor de parametros 6 = (B3,0°)".
Funcdo de verossimilhanca

2)

®© 6 6 o

Loly) = 2n) izl Feo {5 v —w - )}

(]

Funcdo de log-verossimilhanca

I0ly) = —g log(2) — % log |Z| — %(y — ) T (y — p)

1 1
= 7 log(2m) — 5 log|o”I| = 55 (y — XB) " (y — XB).

LEG/DEST/UFPR Matematica para Estatisticos 38 /39



Exemplo: Regressao Linear simples e miiltipla

Estimador de Maxima Verossmilhanca

o Vetor escore para 8

ol@ly) 1

— T —
08 02X (y — XB).
o Escore para o
olly) _ n 1. T,
o - o + 03(y XB) (y — XB).

o Estimadores de maxima verossimilhanca
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