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Topicos

@ Introducdo

@ Fundamentos sobre verossimilhanga

e Estimagdo/maximizacdo (alguns métodos e algoritmos)

e Intervalos (defini¢cdes, propriedades assintéticas e aproximagdes)
o Testes Hipdtese (alternativas e racional)

e Reparametrizacdo (implicagdes)

@ Verossimilhanga (2 ou mais pardmetros)

e Ortogonalidade
o Reparametrizagdes
e Perfilamento

@ Modelos de regressdo (GLM, Simplex, Subdisperso, N&o Linear, Proc. Poisson n3o
Hom.)

@ Efeitos aleatérios (Espaciais, GLMM, Beta Longitudinal, TRI, Linear Dindmico)

@

o Comentdrios adicionais/finais




Introdugdo
o

Motivacao

@ Agradecimentos

@ Principal pdblico alvo: graduagdo a inicio de PG

@ Motivagdes

@ Experiéncias/exposicio das geracdes

o Facilidade de recursos computacionais e linguagens

@ Uso de rotinas versus implementagdo/teste/ilustragdo/aprendizado

@ Uso critico e avaliagdo de limitagdes de rotinas




Introdugdo
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Exemplo introdutério

Revisitando um exemplo simples:
@ Populagio: X ~ B(0)

@ Amostra: xi,..., X,

@ O que podemos falar sobre 97
o Qual a informac3o contida na amostra?

o Consideram-se outras fontes de informag3o?

. - . Y X
@ informac3o na amostra resumida por (n,y ====)7

@



Introdugdo
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Elementos

o fungdo de verossimilhancga
probabilidade da amostra obtida para diferentes valores de 6

@ melhor estimador

@ conjunto de valores razoavelmente compativeis com a amostra

@ decidir entre dois valores o mais compativel com a amostra

@ decidir se a amostra é compativel com certo valor 8y de interesse?
@ suposi¢des/pressupostos

@ relacdes e contrastes com outros métodos

@



Introdugdo
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Exercicios |

Simular e fazer o grafico da (log)verossimilhang¢a para:

@ distribuicdo Exponencial

@ distribuicdo Poisson

@ distribuicdo Normal com variancia unitdria N(6,1)

@ distribuicdo Normal com média zero N(0, 8)

@ distribuicdo Gamma com pardmetro de forma (shape) igual a 2
@ processo AR(1) de média zero e varidncia unitdria

@ processo de Poisson homogéneo (1 dimensdo) e ndo homogéneo com A(t) = 6t

@ Modelos: (usando x =1,2,3,...,15)
©® Y~ N(uj,4) com pj = 0x;
® Y~ B(p;) com log{p;/(1 - p;)} = Ox;
@ Y~ P(A;) com log(A;) = Ox;

@
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Exercicios | (cont)

Para cada item anterior:

@ escrever uma fun¢do de verossimilhanga genérica (para qualquer amostra)
o verificar/comparar diferentes maneiras de escrever a fungdo
@ verificar se sua fungdo estd vetorizada para valores do parametro

@ explorar as possibilidades de visualizagdo do gréfico da fun¢do

@
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Sob o mesmo paradigma

e Yy,...Y, va.; N1
o melhor estimativa pontual, IC (¥ + 1,96/ v/n), interpretacdo do IC

e Yi=a+pi+e com € ~ N(0,0%)

o inferéncias com miiltiplos pardmetros (a, B,02)
e visualizagGes e pardmetros de interesse

® Y ~ N(u,0?)
o 0= (u0%
o Interesse em inferéncias sobre fun¢des dos pardmetros :

p=PlY > 4] :1—<1>(”;—”):g1(9)

u=u+0d(1-po) = g2(0)

® Yi~ N(Bo+ Li_1 Bixi, 0?)
e x;; valores das covaridveis, 6 = (Bo, f1,-..Bd)
o interesse em efeito de um particular x;;.
Como avaliar se afetado pela demais covaridveis?
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Definicoes

@ Yi,...Y, v.a. observdveis com distribuicdo conjunta dependendo de pardmetros
desconhecidos 0 = (01, ...604) com espago paramétrico ©

@ Fungdo de verossimilhanca avaliada em (uma realiza¢do) y = y1, ...y,
o L(6;y) = fy(y;0) (continua) ou L(6;y) = p(y; 0) (discreta)

@ Notagio simplificada L(0) e /(6) = log L(0)
L(61) > L(02) & 1(61) > 1(02)
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Comentarios:
@ interpretagdo de L(0) ou /(0) :
Discreto: (log)probabilidade de observar x se 6 é o pardmetro verdadeiro

, . Pxi<Xi<xi+0;,i=1,...n;0
Continuo: (log) limsx—o %

@ verossimilhanga relativa L(61)/L(6,) (ou log{L(01)/L(62)} = I(61) — I(62))

@ observagdes i.i.d. L(0) = H f(y;; 6) 0 € © (univariadas)

i=1
@ observacdes independentes L(6) = H fv,(vi; 0) 0 € © (univariadas)
i=1

K

@ observacdes bloco independentes L(0) = H fv,(yk; ) 6 € © (multivariadas)
i=1




EstimadorMV
EMV (MLE)

O EMV de 0 satisfaz:
L(0) = sup{L(0)} ou I(6) = sup{l(0)}
0O 0O

Estritamente é um supremo e ndo um maximo

Defini¢cdes complementares:
@ Fungdo escore U(0) = I'(0)

@ Hessiano H(0) = U’(0) = I"(6)

Sob certas condicdes de regularidade 6 EMV de 0 satisfaz:

U(B) = 0 (equagio de estimacio)




EstimadorMV
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Obtendo estimativas (EMV)

@ Solugdo analitica:
estudando comportamento de /(6) ou resolvendo U(6) =0

@ Métodos/aproximag¢des numéricas
e Solugdo da(s) equagdo(&es) de estimagdo (fun¢do escore)
@ com uso de derivadas (Newton-Raphson)

@ sem uso de derivadas

e Maximizag3o da func¢io de (log)-verossimilhanca
@ Diversidade de algoritimos de maximizagdo

o (re)parametrizagdes
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Exemplo: Exponencial (i.i.d.)

f(y;, 0) = Oexp{-0y;} y>0; 0>0
F(y,0) = 1—exp{-0y;} y>0; 0>0
L(0) = 0" exp{—0Ony}
1(0) = nlog(0) — Ony

n _
U(G): é—ny

H(O) = —é (depende do valor de 6!!)

Caédigo R
@
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Exercicio | (cont)

Para cada item do Exercicio obter (quando possivel)

@ U(0O) e seu grafico

e H(O)

e EMV analitico

o EMV via Newton-Raphson

@ EMV via solugdo de equagdo de estimacdo

@ EMV via maximiza¢3o da fun¢3o de verossimilhanca
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EMV de funcoes do parametro

EMV de fun¢des (1-1) do pardmetro

o1 =g1(0) = 1/9_”2)1 =1/6=y
¢2 = 82(0) = log(0) — 2 = log(0) = log(y)

¢3 = g3(0) = P[Y > ul =1 - F(u; 9) = exp{-0u} — (2)3 = exp{—éu} = exp{-yu}

$s = g4(0) = md = F7'(0,5) = —% — QZM = —% = —log(0,5)y
02 = s(0) = md = F(0,5) =~ 0 — 5, - 2D __iog(0,5)5

@
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Funcao deviance

Uma representacg3o alternativa (e conveniente) da fung3o de verossimilhanca

D(6) =2[1(6)-1(6) ]

@ chamada de funcdo deviance

@ interpretagdo como (log de) verosimilhanga relativa

(ver grafico)

@ caracteristicas da representagdo grafica

localizagdo do EMV (raiz)
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Exercicio | (cont)

@ Tragar a fungdo deviance para cada caso do Exercicio |

@ No exemplo da exponencial:
e tracar a fun¢3o de (log)verrossimilhanca e deviance para ¢1 e ¢4

o calcular I(¢1), I($2), I(P3), I((a) e comparar com 1(6)
@ ajustar os valores dos eixos das abcissas "adequadamente”

o discutir os resultados
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@00

Estimacao intervalar

Definicdo "natural”: valores com compatibilidade aceitdvel com amostra

Intervalo ou regido de confianga para 0 é um conjunto de valores que satisfaz uma das
seguintes condi¢des (equivalentes)

° {9€@|OS%SCL} 0<c <1
0 {8eOl0<I(B)-10)<c) =0

0 {0eOl0<D(O)<cp} =0

CcL — C — Cp CL €< C < Cp
¢ = —log(cr) c = cq/2
cp =2¢ = —-2log(cy) | o = exp(—cq/2)
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Exercicio | (cont)

Considere as verossimilhancas relativas de 50, 26, 15 e 3,6%
(i.e. ¢ =10,5;0,15 € 0,04)

@ encontrar os valores de ¢; e ¢p

@ encontrar os limites dos intervalos para cada um desses valores e adicionar aos
graficos
e das fungdes de log-verosimilhanga e deviance para cada caso do Exercicio |

e das fun¢des de log-verosimilhanca e deviance para cada (re)parametrizagio da
exponencial

@ calcular +fcp e P[|Z| < y/cp] (Z ~ N(0,1))

Resposta parcial:

c ] cp PllZ| < @
50% 0,693 1,386 0,761
26% 1.661 3,321 0,899
15% 1,897 3,794 0,942

3,6% 3,324 6,648 0,990 >
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Dificuldades

Funcdes tipicas e atipicas
(graficos)
@ nao concava
@ limites do espago paramétrico dependente de parametro

@ borda de espagos paramétricos

@ intervalos disjuntos




Exemplo A

D(0) = cp — (0,,0s) = (7 — Veo/n, 7+ \Jeo/n)

@




Discussdo
Aspectos relevantes
@ exatamente quadratica (simétrica)
@ cOncava, espaco paramétrico © n3o depende de 6, 0 é interior a ©
@ completamente determinada por 0, /(0) e H(6)

@ comprimento dos IC’s independe dos dados (o comprimento mesmo para diferentes
experimentos)

® y~ N(0,1/n) — +/n(y - 6) ~ N(0,1) — n(y — 6) = D(6) ~ x7
@ Pode-se calcular P[D(6) < ¢4l ou ...
@ Pode-se encontrar ¢p tal que P[D(0) < ¢s]=1-a

o |C probabilistico

Confianca o) Vo cL
90% 2,71 1,645 25,8%
95% 3,84 1,960 14,77%
99% 6,63 2,576 3,6%




Exemplo B

Y ~ U(0,6)
1(6) = 67" (gréfico)
U(0) = —no="
H(8) = n(n-1)0~"1)

D(0) = ... = 2n[log(0) — log(0)]
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Aspectos relevantes

ndo quadratica, assimétrica e n3o se torna quadritica com n — oo
U(6) = 0 nio produz O
EMV é ébvio pelo gréfico e/ou

n

L(6) = 9’”1_1/[0,9](%-) — L(6) = 6" p g (max(y1, ... y»))

© = (max{y1,...yn}, )

informacdo desigual os redor do EMV:
esquerda: O deve ser maior que max{yi, ... y,}
direita: pouca informagdo

verossimilhanga sé depende de (n, max{yi,...yn})
dominio da v.a. depende do parametro

D(6) » x*
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Exemplo C

Y ~ Exp(0)

1(6) = nlog(0) — 6ny

u(o) = g —ny
n
H(6) = -5
di

P PP
90 (-1)* (i -1)n0

Ue)=0—6=1/y

D(6) = ... = 2n[log(6/6) + (6 — 6]
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(o] Jei

Aspectos relevantes

@ assimétrica, concava, polinomial de ordem infinita
@ mas aproxima-se de simétrico com n — co

@ H(O) depende do valor de 0
@ IC resolvendo D(0) = ¢4

e "exata’por métodos numéricos
@ aproximagdo por Taylor

D(B)~ D) =...= (9

(0)=cp — (6

Wi

A\ 2
-0
)
,05) = (01 - Vep/n), 61 - Nep/n))
o D(0) ~ x3

@ Intuicdo: por que /(6) é assimétrica ao redor the 0 para n pequeno?
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Exemplo C - Complementos/Exercicios

llustrar que o comportamento de /(6) com valores crescentes do tamanho de
amostra, por exemplo n = (10, 25,100)

o Deduzir as expressdes de D(6), D(6) e (6,,0s)

@ Escrever algoritmo que retorne: EMV pontual e intervalares
(por métodos numéricos e aproximagdo quadrética)

@ Programar e executar rotinas para um estudo de simulagdo para verificar a taxa de
cobertura dos dois IC’s (numérico e aproximagio quadrética) para os diferentes
tamanhos de amostra

@



ros exemplos

@ Dados arredondados e modelos continuos para observagdes discretas
Exemplo para observages inteiras:

y,+1/2
1(0) = [[tFv e +1/2) - Fr(yi—172) H [ wiom =[] mo0x
i=1

yi=1/2 i=1

Aproximagdo s6 é boa se fy(y) é relativamente constante no intervalo

@ Dados censurados (direita, esquerda, intervalar)
H fy (i, 0)% (P[Ls < Y < Ls])*™

O; € variavel indicadora de censura
(L, Ls) s3o os limites dos intervalos das observagdes

@




Discussdo

Exemplo D

A contribuicdo de cada dados
@ No modelo Gaussiano
@ No modelo exponencial

@ Observagdes de diferentes "tipos” na Gaussiana
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Invariancia

@ Interesse em inferéncias sobre g(0)

o g(0) fungio 1-1 (bijetora)

@ ¢1, (2, P3, s, P5 (exemplo da exponencial)
@ Intuicdo: L(¢p) = L(g(0))

deformac3o do eixo das abcissas sem alterar ordenadas
° G =g(0), 1=g(0)), bs=g(0s)

@ Importancia da invaridncia

@ apenas uma maximizagdo (métodos numéricos) necessaria para EMV e IC
e L(-) pode ser quadratica em uma parametrizacdo e altamente n3o quadrtica em outra

o sugere escolha de parametrizagdo mais adequada
@>




Invariancia
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Exercicios

No exemplo da distribuicao exponencial

o1 = gl(e) =1/0

P2 = g2(0) = log(0)

¢s = g3(6) = P[Y > u] =1 - F(u; 0) = exp{-0u}
¢s = g(0) = md = F71(0,5) = —log(0,5)/6

¢s = g5(0) = dogo = F(0,90) = —log(0,90)/0

@ tracar a fungdo de log-verosimilhanca para ¢1, 2, 3, Pa, G5

e calcular I(¢y), l($2), l(cf)3), 1(a), I((’ﬁ‘r,) e comparar com /(0)

@ ajustar os valores dos eixos das abcissas "adequadamente”

em cada caso encontrar os valores do pardmetro que correspondem a 20% do valor
maximizado da verossimilhanca

tracar as fung¢des deviance indicando os intervalos

@ escrever funcdes R que sejam "genéricas”
T @
e k °

]
(]
==




Aproximagdes assintéticas
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Aproximacoes assintoticas

Avaliar efeito da amostra no IC pode ser n3o trivial mesmo para exemplos simples

Escolha (probabilistica) de ¢p

Avaliar comportamento de L(8) quando n — oo

Aproximacdes por série de Taylor ao redor de 0

~ N N 1 N N
1(0) = 1(6+ (0 - 0)I'(0) + (0 - 0)21"(6") para |0" — 0 < |6 - 0]
I'(6) =16+ (6-0)>"0") para |07 — 6] < |0 —6)

Fung3o Escore: U(8) = I'(6)
Informacdo observada: Ip(60) = —H(0) = 1"(0)

Informagio esperada: Ig(0) = Ey[lo(0)] = Ey {%}

(log) verossimilhanca é func3o aleatéria, v.a. determina 0, U(0) e Io(0)

@



Aproximagdes assintéticas
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Propriedades amostrais

Propriedades amostrais ( substituindo y por Y )
e D1: E(T)=g(8): T = T(Y) é estimador ndo viesado de g(6)

e L1: E[U(6)] =0 e Var[U(O)] = I£(0)
e L2: E(T) =0 — Var[T] = [le(0)]* (limite inferior de Cramér-Rao)
o L3: B(T) = g(0) — Var[T] 2 [g'(O)F[/e(6)]

Sob condigBes de regularidade

@ O é finito dimensional e O é interior a ©
@ primeiras trés derivadas de /(0) na vizinhanga de 6
@ amplitude n3o depende de 6

@ /(0) = quadrética para n — oo, passando a depender apenas da posi¢do e curvatura

@
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Resultados

Para problemas regulares com n — oo:
o T1: /Ic(6)(6 - 6) ~ N(0,1) ou 6 ~ N(B, [I=(0)] ™)

(distribui¢do assintética do EMV)
Elementos: aproximagdo quadratica, lp — Ig e TLC

o C1: ¢ =g(0) ~ N(¢, [g' (O)P[Ie(0)] ™)
Método delta:

Var(®) = [g/ ()Pl (0)] " — [se(d) = lg’ (O)I[/e(6)] ]

@ C2: Equivaléncia assintética e conveniéncia (#'s convergéncias)

10(6)(6 - 6) ~ Io(6)(6 ~ 6) ~ \1e(6)(6 — 6) ~ \/I£(6)(6 - 6) ~ N(0, 1)

o T2: D(0) = 2[/(0) - I(0)] ~ x2 (pela aproximagao)




Aproximagdes assintéticas
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Discussao

@ EMV 0 assintoticamente: R
ndo viciado, atinge limite inferior de Cramér-Rao com erro padréo se(0) = [1(0)])71/2
e intervalos de confianga (probabilisticos) (1 — &) da forma 6 + z,/»se(6)

o EMV (f) = 0 assintoticamente:
n3o viciado, atinge limite inferior de Cramér-Rao com erro pradrio

se(d) = /g (O)P[le(O)]

e intervalos de confianga (probabilisticos) (1 — @) da forma
g(0) £ zaj25e(9) = g(0) + zu2lg’ (0)I[1e(0)]
o I£(0) pode ser substituido por Ig(6), Io(6) ou Io(é) e g'(0) por g’(0)

° Io(é): facil obtencdo, obtencdo por métodos numéricos e boas propriedades
(intui¢do!)

e IC (é,,és) mais razodvel é obtido por: {8 € © : D(6) < cp}

@



Aproximagdes assintéticas
[e]e] J

e IC ((PMPS) (( 1) (65))

@ Se transformag3o g(-) é n3o linear, invaridncia ndo é vélida para aproximagdo
quadréatica

(8(01), 8(05)} = 18(0 = 2ol (O)] %), 8(0 + zupalIe(0)] 1)) #
(G1,$5) = 18(6) ~ zulg’ (O (O)] 2, 8(0) + z,12lg (O)[1e(D)] )

@ /(¢) é menos assimétrica: ((i),,ﬁ)s) ~
1(0) é menos assimétrica: (g(¢:), g(¢s))

@ Recomendagdes:
Melhor abordagem: (mais geral e acurécia)
IC’s baseados verossimilhanga/deviance (muitas vezes s6 obtidos numericamente)
Intervalos assintéticos (utilizam se(é), obtencdo a partir da aproximag¢3do quadrética,
formas fechadas )
Escolher parametrizacdo da funcdo que forneca uma boa aproximacdo quadratica
IC's para fungbes dos pardmetros: obten¢do pelo método delta ou direta se
aproximadamente quadratica




Aproximagdes assintéticas
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Exemplo A (cont)

Y ~ N(6,1)
o I£(0) = Ig(0) = Io(0) = lo(0) = n?

o log-verossimilhanca é exatamente quadratica: (6,,60s) = (8,,0s)
@ ambos IC's exatos para 0
e p=PlY<ul=d(u-0)

o (¢1,¢s):
’ (®(u—0s),d(u—-0)))

o (41, Ps): A o A
(¢ — zaj25e(P), P — Zus25e(P))
Var($) = [g"(0)P[le(0)]* ~ [&"(O)P[lo(D)] ™ = f(u; 0 = 0)/n

o Comparagdo gréfica




Aproximagdes assintéticas
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Exemplo C (cont)

Y ~ Exp(0)

@ Ig(6) = Io(0) = n6~2 (constante, ndo depende dos valores da amostra)
o log-verossimilhanca assimétrica (6,,65) # (6,,0s)

@ |C's podem ser inexatos para 6

° (é,,és) apenas numericamente

o (6),05) = (B(1 = zuy2/ V1, (1 + z4/2/ Vn) (j& visto no exemplo)

o se(0) = [Ie(0)] V2 ~ 8/ v/n

e ¢ =P[Y <ul=1-exp{-0Ou}
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Exercicio

e Obter se(¢)

@ Trés intervalos possiveis: o R R
(P01, ¢s) : (&(01),8(05))
(@1,Bs) : ) £ zaj2se(P)
(1- exp{—ésu}, 1- exp{—éle}) : (g(él)/g(és))

@ Comparagdo grafica das fungdes e das taxas de cobertura (simulag3o)
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Exercicio: familia exponencial

f(x; 0) = exp{h(0) + k(y) + c(0)t(y)}
1(0)

e U(0)
e H(O)
@ IC para ¢(6)

@ IC para 0

Fazer gréficos para diferentes membros da familia
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Uniforme

Intervalo probabilistico para problemas n3o regulares:
requer examinar caso a caso
Exemplo: Distribuicdo Uniforme Y ~ [0, 0]

P[] = P[6exp cp/(2n) < 6] = P[Od < 6]

= P[max(Yy,...,Y;) < 0d]

d"=1-a
Ponto de corte em D(6) para intervalo probabilistico

d=(1-a)" =exp{cp}/(2n) — cp = log(2n) + nlog(1 — a)




Teste da razao de verossimilhanca

0 = Oy vs hipdtese irrestrita
Decorre naturalmente de avaliar:

L(6)
L(60)
ou equivalentemente R
08 7505 = (0) = 1(60) = D(E0)2

Interpretacdes:

@ evidéncia relativa
@ probabilistica

@ comportamento assintdtico e aproximagdes como em IC

Comparagdes entre testes




Comentarios
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Resumindo

A informag¢3o dos dados esta representada na funcido de verossimilhanca
"melhor” estimativa e intervalos sdo resumos da fungdo

inferéncia facil (grafico)

avaliar /(0) ou D(0) ;

encontrar (é,,é, és) (métodos analiticos ou numéricos)
atualizagdo/adigdo de dados

resultados analiticos (poucos casos)

aproximagdes: como /(8) se comporta quando n — co
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Paradigmas

Aitkim (2010)
@ Verossimilhanga "pura”(pure likelihood)

@ Bayesiano (Bayesian Theory)

o Frequentista baseada em verossimilhanga (Likelihood-based repeated sampling
theory)

@ por desenho guiada por modelo (model-guided survey sampling theory)

@



Multipardmetros

Exercicios |11

Yi ~ N(u,0%)
Exemplo :Y; ~ N(10,1)

@ contornos razoavelmente elipticos

@ eixos paralelos aos dos pardmetros (ortogonal)
@ simétrico em y e assimétrico em o2 (o, log(c))
@ aspectos dos "cortes”

@ ortogonalidade

@ fixando EMV vs perfis de verossimilhanca

@ dados intervalares
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Y: ~ N(a, b)
Exemplo :Y; ~ U(0,1)

@ nada elipticos!
@ aspecto triangular

@ fixando a = 0 aspecto de Uniforme [0, b]




Exercicios |11

i~ G(a,f)
Exemplo :Y; ~ G(5,4)

E[Y] = a/f

inserir a linha f = 4a/5 no grafico
eliptico

aspectos dos "cortes”

reparametrizagdes
ortogonalizacdo

ICs e regides

Multipardmetros




Multipardmetros
[ Je]

Exercicios |11

Y: ~ N(Bo +,31Xi,02)
Exemplo :Y; ~ N(10 4+ 0.2x;,1) x; =i

e 4-D

@ Graficos 3D para cada pardmetro
diferentes op¢des

@ (Bo, B1) ndo paralelos aos eixos
Para manter E[Y;] = o + f1x;, 0 aumento de um implica na diminui¢cdo de outro!

@ ortogonais a ¢

@ Modelo usando varidvel centrada: E[Y]]B; + fixi
reparametrizagao!

@



Multipardmetros
Exercicios Il

(Yl, Yg, Y3) ~ Multinomia/(@l, 62, 93)
Exemplo :(Y3, Ya, Y3) ~ Multinomial(1/3,1/3,1/3) n =25

o efeito da restricdo 63 =1—-60; — 6,
@ porém aproximadamente elipticos no "topo”

@ cortes

e ICs




Multipardmetros

Exercicios |11

Yi~ B(6:) log(0:/(1 theta)) = fo + fux
Exemplo:n=25, x;=ifo=0 1 =0,1

@ contornos aproximadamente elipticos

@ contornos aproximadamente ortogonais para varidvel centrada




Assintéticos

Resultados assintdticos

ExtensGes do caso univariado




Nuisance

Parametros de interesse e nuisance

@ Fungdes dos parametros

o Perfil de verossimilhanga
nos casos anteriores e outros formato de verosimilhanga

@ Vantagens interpretacdo e criticas
@ Outras formas de "marginalizacdo”

@ Bayes/Integrada
OBS: f(0) =1 —> £(6?) = 1/(20)
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